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Resumen

En este trabajo se realiza una descripcion tedrica y experimental de los haces de Mathieu, y
se describe un experimento para la conversion en frecuencia de un haz via mezclado de cuatro
ondas en rubidio. El mezclado de cuatro ondas aqui empleado se basa en una estructura de
diamante de los niveles del rubidio. En este mezclado de cuatro de ondas se emplean dos haces
de bombeo, y se generan dos haces de decaimiento. Los haces de bombeo excitan las transiciones
5512 — 5P3/5 — 5D5/5. El haz de bombeo de la transicién 55,5 — 5P/, es Gaussiano, y el
haz de la transicion 5P3/5 — 5D5/, es de Mathieu. La estructura de este ultimo se gener6 con
un modulador espacial de luz. El decaimiento de los dtomos excitados en el estado 5Ds/; al
estado base 55/, se da en dos pasos. Los dos decaimientos producen luz paramétrica colimada,
una en el infrarrojo lejano, y la otra en el azul. La luz en el infrarrojo no es detectada pero
se observa herencia de estructura entre el haz de Mathieu, y el haz azul. La herencia se da
tanto en intensidad como en fase. La herencia de fase permite la transferencia de vortices del
haz de Mathieu hacia el haz azul, y por ello se puede transmitir momento angular orbital. La
presencia de vértices en el haz azul fue confirmada mediante un interferémetro de Michaelson
que produce un patrén de interferencia, en donde los vértices toman la forma de tenedores.
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Introduccion

La interaccion de dtomos con luz ha sido fundamental para entender con mayor profundidad
la estructura atéomica. Uno de los primeros efectos de la luz sobre dtomos en ser descubiertos
fue la saturacién de transiciones atémicas. Este fenémeno fue conocido incluso antes de la in-
vencién del laser [1]. El estudio de luz sobre gases atémicos condujo al desarrollo de técnicas de
espectroscopia que permitieron distinguir niveles atémicos [2]-[3]. Los gases atémicos constitu-
yen un campo fértil para el estudio de procesos de éptica no lineal, algunos ejemplos incluyen
pero no se limitan a: dispersién Raman [4], procesos de mezclado de ondas [5] y efecto Kerr [6].
En esta tesis se realiza un experimento con un proceso de mezclado de cuatro ondas.

El avance en la compresion de los fendémenos de interaccién de luz con atomos generalmente
se basd en experimentos donde se incidia un haz Gaussiano sobre un medio atémico, y las
caracteristicas relevantes de la luz se remitian a su frecuencia, potencia y tamafno del haz. Sin
embargo también es posible utilizar luz con una estructura diferente a la de un haz Gaussiano,
y asi explotar la geometria de estos haces estructurados. En [7] D. McGloin y K. Dholakia
proponen utilizar haces estructurados para generar guias de ondas para atomos y trampas
dipolares. También proponen a la luz estructurada como una herramienta para aumentar la
eficiencia de procesos no lineales.

La luz posee momento lineal, y por ello momento angular [8], mas atin Allen, Beijersbergen,
Spreeuw, y Woerdman probaron que es posible tener un momento angular independiente de la
polarizacion de la luz [9], este momento se le conoce como momento angular orbital (OAM). El
estudio experimental de la interaccion de luz con OAM y atomos no tardo en llegar, por ejemplo
en [10] se utiliza por primera vez luz con OAM como bombeo en un gas atémico. En [11] se
recapitulan varias aplicaciones y propuestas en fisica atémica para la luz estructura con OAM,
entre las que se encuentran: trampas para atomos neutros, rotacién de atomos y condensados de
Bose-Einstein, y cambios en las reglas de seleccién. Ademas se puede generar entrelazamiento
en mas de una variable con OAM, lo cual es importante en informacién cuédntica [12].

El OAM en los haces se puede presentar a través de vortices épticos [13] que son defectos
en la fase f de un haz. La fase de un vértice satisface:

fo-dzzzwm, (1)

por ello un vortice es un punto en un frente de onda en el cual es posible construir un circuito
alrededor del vortice en el cual se recorran m-veces todos los valores de fase [0, 27). La presencia
de vértices induce OAM [14], y desde hace poco més de 30 anos se han desarrollado técnicas
experimentales para imprimir vértices en haces de luz [15].

Las imégenes siempre han actuado como un medio de comunicacion, y su estudio ha sido
fundamental para el desarrollo de la 6ptica. En esta tesis se describe la herencia de estructura de
un haz infrarrojo hacia un haz azul, lo cual es un caso particular de transferencia de imagenes
entre haces. La transferencia de imagenes ha sido probada de forma experimental con gases
atémicos en [16]. La motivacion para la transferencia reside en la capacidad de transmitir
informacién mediante imagenes [17]. Los haces que se utilizan para la transferencia de estructura
pueden contar con momento angular, y por ello también es posible transferir momento angular



[18]. La herencia de OAM también se usa como un mecanismo para distinguir los procesos no
lineales que ocurren en un gas atémico [19].

En este trabajo se utilizan los haces de Mathieu, los cuales pertenecen a una categoria de
haces invariantes, es decir haces que retienen su forma y tamano al propagarse [20]. Los haces
de Mathieu son una eleccion interesante pues tal vez puedan usarse para inducir estados de
minima incertidumbre en la relaciéon de angulo-momento angular [21].

Descripcion de la tesis

La tesis comienza con una descripcién de los haces invariantes. En el primer capitulo se
describen algunas propiedades de los haces de Mathieu. Se justifica su uso en esta tesis, y se
muestra que un tipo de haces de Mathieu poseen vortices.

El segundo capitulo habla sobre la generacién experimental de los haces de Mathieu. En
la realidad no se pueden generar haces de Mathieu con todas las propiedades de los haces
invariantes, sin embargo es posible aproximarlos experimentalmente. Se describe el arreglo
experimental, y se caracterizan sus elementos.

El tercer capitulo describe simulaciones numéricas de los haces descritos en el capitulo dos.
El objetivo de la simulacion es brindar informacion cualitativa de la forma de los haces a lo
largo de su propagacién. Se incluye un método para la deteccién de vortices. El método se
detalla tanto de forma tedrica como experimental.

En el cuarto capitulo se escribe acerca del experimento de mezclado de cuatro ondas. Se
muestra el arreglo experimental que conjunta el mezclado de cuatro ondas, y la generacién
de haces Mathieu. Se muestra la herencia de estructura en intensidad y en fase de un haz de
Mathieu que actiia como un haz de bombeo hacia uno de los haces de decaimiento. La herencia
permite convertir vortices de una frecuencia a otra. La presencia de vértices en uno de los haces
de decaimiento fue corroborada con el método de deteccién de vértices descritos en el capitulo
tres.

Al final de la tesis se muestran los resultados y conclusiones més relevantes, asi como un
apéndice de las funciones de Mathieu las cuales modelan a los haces de Mathieu, un apéndice
acerca de los potenciales de Hertz los cuales sirven para describir una versién vectorial de los
haces de Mathieu. Los haces vectoriales tienen una estructura de polarizacién local. En el dltimo
apéndice se realiza una descripcion del efecto Faraday en haces vectoriales.



Capitulo 1

Haces Invariantes

Este capitulo es una breve descripcién tedrica de los haces invariantes, con énfasis en los
haces de Mathieu. Se comienza hablando de los haces invariantes ante propagaciéon, o también
llamados haces adifraccionales. Los haces invariantes no son fisicamente realizables, pero se pue-
den asemejar por haces Helmholtz-Gauss; este tipo de haces son haces invariantes apodizados
en un haz Gaussiano. En este capitulo también se describen dichos haces.

Los haces de Mathieu son un tipo de haces invariantes. Se describen los tres tipos de haces
de Mathieu: par, impar e helicoidales, ademés se muestra que los haces helicoidales presentan
vértices Opticos. Se escogid trabajar con haces de Mathieu ya que las funciones de Mathieu
describen estados cuanticos de minima incertidumbre en la relaciéon dngulo-momento angular.
Al final del capitulo se presenta una forma vectorial de los haces. Un haz vectorial es aquel con
una estructura de polarizacion no local.

1.1. Descripciéon de los haces adifraccionales

La difraccion es un fenémeno ondulatorio que se presenta en la interferencia de ondas.
Max Born y Emil Wolf [22] en el contexto de una onda electromagnética la definen como la
desviacién del comportamiento geométrico de un rayo. La difraccién se manifiesta cuando un
frente de onda es obstruido parcialmente por un objeto, lo que produce regiones de interferencia
constructiva y destructiva.

En 1987 Durnin [20], introdujo de forma controversial haces “adifraccionales” en los cuales
el patréon de intensidad de un haz es el mismo en cualquier plano perpendicular al eje de
propagacién del haz. En este caso, el concepto de difraccién se generaliza para considerar todo
fenoémeno en el cual se encuentre presente la interferencia de ondas. Cualquier onda se puede
considerar como una suma de ondas planas, por ello la propagaciéon de un haz constituido
por al menos dos ondas planas se convierte en un problema de difraccién. Como ejemplo, la
divergencia en un haz Gaussiano propagandose en el vacio se entiende como un fenémeno debido
a la difraccion de sus ondas constituyentes. En el caso de los haces adifraccionales se considera
que la suma de las ondas planas que los forman es tal que cancela los efectos que producen un
cambio en forma o tamano.

Los haces adifraccionales se conocen como PIOF por sus siglas en inglés, y existen cuatro
familias. Todos tienen caracteristicas en comtun como: presentan componentes longitudinales
y transversales, poseen una estructura en el espacio de Fourier similar, la misma forma en su
componente longitudinal, entre otras.

Los PIOFs satisfacen la ecuacién de onda. En adelante se consideran PIOFs monocromati-
cos cuya dependencia temporal es sinusoidal con frecuencia w de la forma e**. Al proponer una
solucion a la ecuacién de onda como un producto entre una parte espacial ® y una temporal
e la ecuaciéon de onda se reduce a la de Helmholtz (V + k)® = 0. Los haces invariantes se



separan en partes transversales y longitudinales. La dependencia de ® en su parte longitudinal
es de la forma e™*:*  se asigné el eje 2 como el eje de propagacién, y a k. el vector de pro-
pagacion. Con esta eleccion de forma se asegura que la potencia del haz es independiente de
la propagacion. Para encontrar la forma de los haces, se resuelve la ecuacién de Helmholtz al
dividirla en parte transversal y longitudinal e?*:*. La ecuacién de Helmholtz se puede separar
en 11 sistemas coordenados, sin embargo solo los sistemas: cartesiano, cilindrico, parabdlico
cilindrico, y eliptico cilindrico ofrecen la separacion cuya componente longitudinal sea de la
forma requerida e*:* [23]. Estos 4 sistemas dan origen a 4 familias de haces adifraccionales:
ondas planas, haces Bessel, haces parabdlicos, y haces de Mathieu. Los haces Bessel y los de
Mathieu reciben dichos nombres pues las funciones que resuelven la ecuacién de Helmholtz son
funciones de Bessel y funciones de Mathieu (ver apéndice) respectivamente.

En [24] J. Gutiérrez propone una forma de tratar con los haces adifraccionales, basada en
la transformada de Fourier de los haces. Su propuesta se basa en soluciones a la ecuacién de
Helmholtz de la forma [25]:

27
ur(z,y,2) = exp(ikzz)/ A(¢) explike(x cos ¢ + ysin ¢)]de, (1.1)
0

la transformada de Fourier de una onda plana en un plano perpendicular a su eje de propagaciéon
es punto ubicado en un anillo de radio k, /27 con k, el vector transversal de propagacién. Por
ello, la ecuacion 1.1 se interpreta como la suma de ondas planas en el espacio de Fourier, pesadas
por una distribucién angular A(¢).

Dado que las magnitudes de los vectores de propagacion transversal k; y longitudinal k,
son las mismas para todas las ondas planas que constituyen al haz adifraccional entonces los
vectores de propagacién de dichas ondas se encuentran en un cono de altura k, y radio k,,
véase la figura 1.1. Lo cual constrine a la transformada de Fourier de PIOF a ser un anillo de
radio k /2.

X
Y)_Z

Figura 1.1: Representacion de los vectores de propagacién de las ondas planas que forman a un haz
ideal. Los vectores en negro son los vectores de propagacién de las ondas planas, y el vector en rojo es
el vector de la suma de dichos haces. Este vector indica la direccién de propagacién longitudinal, se
ha escogido un sistema coordenado en el que la componente longitudinal se encuentre sobre el eje z.

Cuando la distribucién angular A(¢) es una delta de Dirac, la ecuacién 1.1 conduce a
una onda plana [24]. Si A(¢) = 3221 6(¢ — 21/N) el haz adifraccional es una suma discreta
de ondas planas, si A(¢) = ¢ se producen haces de Bessel de orden n, y cuando A(¢) =
{ce(d,q), se(d,q), ce(p, q) + ise(p,q)} se producen haces de Mathieu. Las funciones
{ce(9,q), se(o,q)} son funciones de Mathieu. Recuérdese que los haces de Mathieu se obtienen
al separar la ecuacion de Helmolthz en un sistema eliptico, el parametro ¢ define la elipticidad
de los haces.

Los haces adifraccionales no pueden ser generados experimentalmente, ya que al integrar la

potencia del haz en todo el espacio esta diverge. Dicho de otro modo se requeriria de energia
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infinita para poder generarlos. La imposibilidad de generar haces invariantes de forma experi-
mental no es un hecho sorprendente, pues desde los libros de texto de éptica [22],[26] es conocida
la imposibilidad de generar ondas planas. A pesar de ello, los haces se pueden aproximar en el
laboratorio al modular un PIOF con un haz gaussiano. Este tipo de haces reciben el nombre
de Helmholtz-Gauss.

La suma de dos o mas haces adifraccionales no necesariamente produce un haz adifraccional,
es decir en general la superposiciéon de dos haces invariantes no genera un haz invariante, mas
la suma de funciones de distribucién angular A(¢) en 1.1 si genera haces invariantes.

1.2. Helmholtz-Gauss

Los haces adifraccionales producidos experimentalmente estdn modulados por una curva
Gaussiana, dado que los laseres que se utilizan para producirlos tienen esta forma. Estos haces
reciben el nombre de “Helmholtz-Gauss”, pues en su descripcién matematica son el producto
de un haz adifraccional que obedece la ecuacion de Helmholtz, y una curva Gaussiana.

Un haz Helmholtz-Gauss U se constituye de una suma de ondas planas v moduladas por
un haz Gaussiano, la suma de las ondas planas se pesa contra la distribucién angular A(¢) de

un haz ideal:
27

Ulz,y, z) = A(p)u(z,y, 2)de, (1.2)

0
la suma de ondas planas u debe satisfacer la ecuacion de Helmholtz, y ademas debe cumplir
como condicion inicial ser el producto de una onda plana y un haz Gaussiano de cintura w. Se
busca que el haz se asemeje a un haz invariante por lo que también se pide a u una dependencia
en el eje de propagacion z de la forma exp(ik,z). En resumen u debe cumplir:

2
_re .
U(J,” Y, O) =e el(k:zm+kyy)’

u(z,y,z) = eikzzlll(a:,y, z),

con r la coordenada radial polar. En [27] se encuentra la forma explicita de u y U, al encontrar
una expresién para U(z,y, z). Para ello se propone un Ansatz para WU que resuelva la ecuacién
de Helmholtz. Se aplican las condiciones 1.3,1.4, y se sustituye u en 1.2. El Ansatz estda dado
por: )

tkr L kex kyy

20 @ e )
el Ansatz se inspira en un haz Gaussiano. Al aplicar el Ansatz se obtienen las expresiones para
P(z),q(z), pu(z). Consiguiendo asi:

U(z,y,z) = exp|iP(z)] exp|

Kz exp(ikz) r? (ke kyy
ol _r Ry 1.6
utr2) = expl(—15) PR iy exp [ 4 B (16)
Kz exp(ikz) r? Ty
— exp(—i Y EPUE) o~y (Y 1.
U(I,y,Z) eXp( t Iu) 1 eXp( ,uwg) <N7H7 L)u ( 7)

donde se introdujeron x = k% (2k)~L,u = 1+ izzy', y el rango de Rayleigh zp = kw?/2. En
haces Gaussianos la cintura del haz incrementa conforme este se propaga, p se interpreta como
la funcién cuya norma determina dicho incremento. Es decir w(z) = w|p|. El rango de Rayleigh
es la distancia en la cual el area de la seccién transversal se duplica. La seccién transversal es
un circulo de radio w. La funcién escalar W (z, y, k) describe un haz invariante ideal arbitrario,
por ejemplo en el caso de haces Bessel, W (z,y, k) esta dada por funciones de Bessel.

El espectro angular de un haz (la funcién A(¢) en la ecuacién 1.1 es el espectro angular de
un haz ideal) consiste en realizar una transformada de Fourier al haz en el plano transversal a su

>



propagaciéon. Dada la ecuacion 1.2 notesé que el espectro angular o de un haz Helmholtz-Gauss
U esta dado por:

i = / " A(6)5(u)do, (18)

con §(u) la transformada de Fourier de u en las coordenadas x,y. La transformada §(u) tiene
la forma:
2 2

§(u) = D(=) exp(==0%) expl o= (ko + k), (1.9)
D(z) = %exp(—ik’iwz) exp(ikz), (1.10)

donde p y v son las variables en el espacio de frecuencias, y p = /pu? + v2. Al realizar la integral
de la ecuacion 1.8 se encuentra que la magnitud de @ es proporcional a:
2

W

2
w
exp(—TupQ)exp[ik:tp], (1.11)

la amplitud de la expresién inmediata anterior es proporcional a:
1
eXP[—ZW2(P — ke)?l, (1.12)

lo cual quiere decir, que el espectro angular se vera de forma intensa en un anillo de radio k| , y la
intensidad del anillo decae de forma Gaussiana. En [27], se establece como convencién un grosor
de anillo de 4/w. En los limites del anillo la intensidad ha decaido de forma proporcional a e~*
con respecto al centro del anillo. El resultado anterior se puede entender como la convolucién
del espectro angular de un haz invariante ideal, es decir un anillo de grosor infinitesimal con
una Gaussiana.

1.3. Haces de Mathieu

Los haces de Mathieu fueron introducidos de forma tedrica [24] y experimental [28] por J.
Gutiérrez en el 2000. Los haces tienen una geometria eliptica e hiperbdlica, pues son soluciones
a la ecuacion de Helmholtz en el sistema eliptico cilindrico. Los haces de Mathieu se pueden
considerar como una generalizacion de los haces con simetria circular (haces Bessel), ya que
la forma eliptica de los haces se puede llevar al caso limite cuando las elipses se convierten
en circulos. mas aun, el campo eléctrico tiende al campo de un haz Bessel en el proceso de
transformar elipses en circulos.

La relacién entre coordenadas rectangulares (z,y,z) y elipticas cilindricas (£, 1, 2) es:

x = hcosh & cosn,
y = hsenhsen, (1.13)
z=z.

Las superficies con £ constante describen elipses con focos en —h, h, y aquellas con 7 constan-
te son hipérbolas. Los rangos de las nuevas variables son { € [0, 00), n € (0,27) y 2z € (—00, 00).
La variable £ juega el rol de una variable radial, y 7 el de una variable angular. El sistema coor-
denado se ilustra en la figura 1.2.

Para obtener la forma de los haces se supone un haz monocromético e, y una dependencia
longitudinal e+, La forma de la seccién transversal ¢, se obtiene al resolver la ecuacién de
Helmholtz en las coordenadas transversales (§,n7) [29]:

9?¢C 0%

% + o + 2q[cosh(2€) — cos(2n)]¢ = 0, (1.14)
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n=13w/8

n="Tmr/4

n=3m/2

Figura 1.2: Corte transversal del sistema de coordenadas eliptico cilindrico. Las coordenadas de este
sistema son (&, 7, z). El eje Z es ortogonal al corte y se orienta hacia fuera de la pagina. La coordenada
¢ toma el papel de una coordenada radial, y n la de una coordenada angular.

el pardmetro ¢ determina la elipticidad de los haces, y estd dado por ¢ = k% h?/4. Siendo k el
vector de propagacién transversal. Al aplicar separacién de variables ( = H(n)=(£) se obtienen
la ecuacién de Mathieu y la ecuacién de Mathieu modificada:

d*H
d_772 + (a - 2(]608(277))1{ = 0, (1‘15)
d*=
e (a — 2qcosh(2€))Z = 0, (1.16)

el parametro a es la constante de separacion. Puesto que 1 se comporta como una variable
angular se toman soluciones periédicas de la ecuacién 1.15. De otra forma el campo eléctrico
seria diferente al rotar por un vuelta a 7. El conjunto de soluciones se limita a tres tipos:

¢ = Cen(& q)cem(n, q), (1.17)
¢ = Sem(& q)sem(n, q), (1.18)
¢ = An(@)Cen(§; q)cem(n, q) + iBm(q)Sem(§; q)sem(n, q), (1.19)

las funciones ce,, y se, son el coseno y seno eliptico, ambas funciones también se conocen
como funciones de Mathieu. Ce,, y Se,, son el coseno y seno eliptico modificado de orden m,
o también llamadas funciones de Mathieu modificadas. Las expresiones 1.17-1.19 también se
obtienen al sustituir A(¢) = {cen (0, q), sem(®,q), cem (P, q) +isen(p,q)} en 1.1. En el apéndice
de funciones de Mathieu se describen algunas propiedades de las funciones de Mathieu, y se
definen los coeficientes A,,(q) y B (q).

Los haces con la estructura de 1.17 se conocen como Mathieu pares, pues las funciones de
Ce,, v ce, son funciones pares. De manera analoga se definen a 1.18 como Mathieu impares.
Ambas soluciones forman ondas estacionarias. Por otro lado, a los haces descritos por 1.19 se
les conocen como haces helicoidales, y son ondas viajeras [30], es decir si se realiza un corte
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Figura 1.3: Corte transversal de haces de Mathieu de orden 5. La figura a) muestra un haz par, la
b) un haz impar y c¢) es un haz helicoidal. La barra de color muestra la intensidad del campo eléctrico
normalizado. Los ejes coordenados estan en escala de la distancia entre los focos de las elipses h.

transversal del haz el campo eléctrico parece que se mueve hacia el centro del haz, 6 que se
mueve desde el centro hacia afuera.

En la figura 1.3 se muestran haces de Mathieu de cada variedad. Los haces son de orden 5.
Las figuras a) y b) son un haz par y uno impar, y la figura c) es un haz helicoidal. En las figuras
a),b) se puede distinguir el orden del haz, pues existen 5 hipérbolas donde la intensidad del
campo eléctrico es cero. Esto ocurre dado que las regiones con 7 constante definen hipérbolas,
y tanto ce,,(n,q) como sen(n,q) presentan m ceros en el intervalo de [0, 27] [29]. Asi mismo
hay regiones elipticas donde el campo vale cero, y es por ello que los haces exhiben una forma
eliptica. En los haces impares existe una recta horizontal con intensidad de campo cero que
atraviesa el centro del haz, pues se,, (1, q) es impar alrededor de n = 0 y n = 7. En la figura 1.2
se aprecia que n = 0 y n = m representan al eje x. La aparicién de esta recta permite distinguir
la paridad de los haces.

Por otro lado, en el haz helicoidal se observa que los ceros de ce,,(n,q) v sen(n,q) son
en general distintos, pues no existen hipérbolas de intensidad cero. Los ceros de las funciones
de Mathieu modificadas Ce,,(§,q) y Sem(&,q) se encuentran més cercanos que los ceros de
cem(n,q) v sem(n,q), resultando asi en elipses de intensidad cero en haces helicoidales.

1.3.1. Relacion de haces de Mathieu con estados de minima incer-
tidumbre

Al igual que existe una relacion de incertidumbre entre posicién y momento lineal, existe
una relacién de incertidumbre entre estados descritos por una variable angular y momento
angular. El interés inicial para estudiar haces de Mathieu en esta tesis surgié ya que los estados
que minimizan la relacién de incertidumbre entre angulo y momento angular son funciones de
Mathieu, por lo cual se conjetura que los haces de Mathieu podrian ser 1tiles para realizar
mediciones de precision.

Considérese un sistema en el cual las rotaciones estan descritas por un angulo ¢. El sistema
puede ser una particula moviéndose en un circulo, o un rotor rigido entre otros. Clasicamente
este sistema se puede describir en el espacio fase por las coordenadas ¢ y el momento angular
L. Este par de coordenadas obedecen el paréntesis de Poisson:

(6, L} =1, (1.20)

por lo que se espera que una versién cuantizada de dichas variables obedezca la relacion de
conmutacion:

[¢, L] = ih, (1.21)



la cuantizacion de una variable angular ofrece ciertas dificultades, pues la funcion de angulo es
necesariamente discontinua 6 multivaluada. En el primer caso hay una transiciéon discontinua
cuando el angulo se aproxima a 2w, pues al llegar a 27 la funcién tomaria el valor de cero;
en el otro caso a un mismo valor ¢ le corresponderian una infinidad de valores ¢ + 27n con n
un entero. Una forma de solucionar dicho problema es tomar funciones que sean periddicas y
diferenciables con periodo 2w, como propuesta en [31] se buscan funciones como el seno y el
coseno.

El espacio fase de un sistema en el cual existe una rotacién en un plano se describe por dos
variables: dngulo ¢ € [0,27) y momento angular L € R. Por lo tanto el espacio fase es isomorfo
a S! x R. Cualquier transformacién en dicho espacio se puede descomponer como rotaciones
R(«) y traslaciones T (t):

R(a) = ez (1.22)
T.(t)=z+t (1.23)

con a € [0,27) y t € C . Las rotaciones se generan a través del operador de momento angular
L y las traslaciones por medio del momento lineal canénico X, en este caso dicho momento
no corresponde con el momento lineal. Un estudio completo del espacio fase solo requiere
concentrarse en L y X. Dado que se busca aprovechar la naturaleza del sistema bajo estudio
(rotaciones en un plano), es conveniente definir el operador R? = X? 4+ X2, los subindices 1,2
indican dos direccién en el plano, y construir operadores similares al seno y al coseno.

C=-"—, S = , C?*+5%=1, 1.24
VI Vi 02

y ademas notesé que se cumplen los conmutadores:
1
h

1

[L,C] =S, -

[L,S] = —iC, [C, S] = 0. (1.25)
Si se define un operador exponencial £ = C' + 1.5, entonces este se encuentra sujeto a:
|E,L| = hE. (1.26)

Cualquier par de operadores A, B obedecen una relacién de incertidumbre Heisenberg-
Robertson (AA)2(AB)? = 1[([A, B])|?, en este caso:

h2
(AL (AE)? > T (E)2. (1.27)
En realidad no se puede satisfacer la igualdad en 1.27, pero Sanchez-Soto en [21] muestra
que existen estados que minimizan el lado izquierdo de 1.27. Tales estados se encuentran dados
por funciones de Mathieu ces,, 0 ses,.

1.3.2. Vortices en haces de Mathieu

Una singularidad éptica en fase o vértice dptico es un punto alrededor del cual hay un
defecto en la fase. Los vértices Opticos prometen ser una valiosa herramienta en el desarrollo
tecnoldgico, pues la luz estructurada que contiene los vortices es muy sensible a cambios en el
medio de propagacion [32], también es posible generar estados entrelazados a través de luz con
vortices [12]. El campo electromagnético de una singularidad satisface [13]:

j{Vf -dl = 2mm, (1.28)
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donde f es la fase del campo y m es un entero conocido como la carga topoldgica. En esencia,
la fase del campo eléctrico gira alrededor de una singularidad y m es un indicador del ntimero
de vueltas que la fase ha cambiado.

La intensidad del campo en los vortices Opticos es necesariamente cero, pues la fase no se
puede definir en dichos puntos. En caso de que la intensidad fuese distinta de cero, entonces la
fase tendria un valor definido lo cual es contradictorio. En consecuencia la biisqueda de vortices,
se reduce a los puntos en los cuales el campo es cero. Sin embargo, intensidad cero es solo una
condicién necesaria mas no suficiente.

El campo eléctrico E(r,0) en el plano donde se encuentra un vértice, y alrededor de este
mismo toma la forma E(r, ) ~ r™e™™?. En la figura 1.4 se exhibe la fase del campo del vértices.
La singularidad mostrada tiene carga topoldgica 5, como se puede corroborar en la fase de la
singularidad.

o

—n/2

Figura 1.4: Se ilustra la fase de una singularidad éptica con carga topoldgica 5. El campo se ha
aproximado por E(r,0) ~ r2e? . La singularidad se localiza en el centro de la imagen, y su intensidad
es cero. La barra de color se corresponde con la fase.

Tanto los haces de Mathieu pares como impares estan modelados por funciones reales de
variables reales, por tanto el gradiente de su fase no toma todas las direcciones posibles, y por
ello ambos tipos de haces carecen de vortices opticos. Sin embargo, los haces helicoidales si
presentan vértices [30]. Para desarrollar una mejor intuicién sobre la ubicacién de los ceros en
el campo, recuérdese que los haces de Mathieu son soluciones a la ecuacion de Helmholtz en el
sistema eliptico cilindrico, con coordenadas &, 7, z. Las regiones con £ constante son elipses, y
las regiones con 7 constante son hipérbolas, véase la figura 1.2. La relacion entre coordenadas
cartesianas y coordenadas cilindricas 1.13 implica :

22 o2
+ =1,
h2cosh?¢  h%senh2&
. " (1.29)

=1.

h%cos®n  h2sen?n
Las funciones de Mathieu de orden m presentan m ceros en el intervalo [0, 7], y tienden a
agruparse alrededor de 7/2 [29]. En [30] se estudian los vértices en el eje principal de un haz
de Mathieu helicoidal de orden m. El eje principal es la region £ = 0, y es una linea recta sobre
el eje de las x que va de —h a h. Sobre el eje, la parte imaginaria del haz helicoidal es cero,
pues Se(§ = 0,q) = 0, por ello los ceros del haz sobre el eje se encuentran donde la parte real
también es cero. Usando las ecuaciones 1.29 se deduce que los ceros se encuentran en x = hcosn;
con 7; uno de los m ceros de ce,,(n, q).
Fuera del eje central, las posibles familias de vértices se presentan en puntos en elipses.
Dichas elipses se determinan por las £ tales que son ceros de las funciones de Mathieu modifica-
das Ce,,(&,q), Sen(&,q), v los puntos que pueden presentar vortices se encuentran al intersecar
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la elipse con un hipérbola que a su vez estd determinada por los ceros de se,, (1, q), cem (1, q)
respectivamente.

Para determinar si los puntos en los cuales el campo es cero son vortices, se realiza la integral
de contorno 1.28.

En la figura 1.5 se puede ver un haz de Mathieu helicoidal de orden 4 con 4 singularidades
en el eje principal. Nétese que las singularidades en el eje principal aparecen en las regiones
donde el campo eléctrico es cero, es decir en las regiones de azul oscuro en la figura superior.
Para detectar visualmente una singularidad, hay que encontrar un punto en la figura de fase
donde se presenten todos los valores de fase alrededor de un punto.

1.0
h

0.8

0.6

0.4

0.2

—
— ‘
L — — .
(0] h

Figura 1.5: Se muestra un haz Mathieu helicoidal de orden 4. En la figura superior se ilustra la
intensidad del campo eléctrico normalizada. En el eje principal hay 4 regiones oscuras cada regién
contiene un vortice. En la figura inferior se muestra la fase del haz, en esta figura se aprecian las 4
singularidades.

—r/2

—h

Todas las singularidades en los haces de Mathieu, al menos en el eje central y en el limite
q < m?/2 — 1 [30] tienen carga topolégica 1. En la figura 1.6 se ilustra por que en los haces
de Mathieu los vértices tienen carga unitaria. Para explicar la carga en los haces de Mathieu,
primero explico la carga topolégica en un haz Bessel. La forma de un haz Bessel de orden m
esta dada por J,, (k. 7)e™?, con (r,0) las coordenadas polares en un plano transversal al eje de
propagacién del haz, y k£, el vector transvesal de propagacion del haz. Los haces Bessel tienen
una singularidad en el origen. La fase de un haz Bessel de orden m en el circulo con centro
el origen del sistema coordenado, y como radio la primera rq > 0 tal que J,,(k.ro) = 0 estd
determinada por la funcién €. La funcién e se descompone en sus partes real e imaginaria
como ™ = cos()+isend, entonces los ceros reales de €™ forman rayos que salen del origen, y
tienen dngulos de inclinacién n/2m con n un entero impar. Similarmente los ceros imaginarios
son rayos que salen del origen. Notese que entre dos rayos que representen los ceros reales de
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Figura 1.6: Se ilustra la magnitud de la carga topolégica en un haz Bessel, y en un haz de Mathieu.
En las figuras se muestran de forma individual la parte real, y la parte imaginaria de las funciones que
modelan a los haces. La parte real estd bajo un columna encabezada por una R, y la parte imaginaria
esta encabezada por una Z. En las partes reales e imaginarias se muestran en negro los ceros de dichas
regiones. Los signos +, — indican el signo de la regién. La ltima columna muestra la fase de los haces.
Los nuimeros romanos indican el cuadrante de fase en el plano complejo.

e siempre hay un rayo de ceros imaginarios. Asi mismo entre dos rayos de ceros imaginarios
hay un rayo de ceros reales. Entonces la fase del haz en un regién entre un rayo real y un
rayo imaginario, se encontrard necesariamente en uno y solo uno de los cuadrantes del plano
complejo. Las regiones entre rayos reales e imaginarios tienen forma de cono, obsérvese en 1.6
que la fase de los conos se recorre de forma antihoraria.

En el caso de haces Besel de orden m, nétese que en cualquier circuito que en su interior
contenga al origen recorre todos los valores de fase m veces, y por ello un haz Bessel de orden
m tiene un vortice de carga topoldgica m. En un haz de Mathieu, al menos en el eje central y
en el limite ¢ < m?/2 — 1 no se pueden producir vértices de carga topolégica mayor a 1, ya que
las regiones que definen los ceros reales ce,, (£, ¢) son ramas de hipérbolas, y en el eje central
la parte imaginaria es cero. La interseccion entre una rama de una hipérbola, y el eje central
produce 4 regiones en donde todos los puntos de cada region tienen una fase que esta en un
uno y solo uno de los cuadrantes del plano complejo. En consecuencia si se forma un vortice
este a lo mas tendréd carga unitaria.

1.4. Haces vectoriales

La polarizacién en los haces invariantes hasta ahora descritos es aproximadamente global,
es decir para cualquier punto en un frente de onda el campo eléctrico apunta en la misma
direccion. Sin embargo, existen soluciones a las ecuaciones de Maxwell en donde la polarizacién
es dependiente de la posicién. Los haces con dicha estructura de polarizaciéon se conocen como
haces vectoriales [33]. Es posible generalizar los haces Helmholtz-Gauss a su andlogo vectorial
[34]. Los haces con una estructura de polarizacién no homogénea pudiesen tener aplicaciones
en: espectroscopia, almacenamiento super denso de informacion y fabricacién de estructuras en
la escala nanométrica [35].

A continuacién se introduce una generalizacién vectorial de los haces invariantes, que sigue
el mismo formalismo utilizado en [36], para describir haces Bessel vectoriales. En dicho articulo
se resuelven las ecuaciones de Maxwell de forma exacta por medio de los potenciales de Hertz
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1L, I1,,, (ver el apéndice “Potenciales de Hertz”) [37]. Los potenciales de Hertz estan asociados
a los modos transversal eléctrico (TE) y transversal magnético (TM). En este formalismo se
asigna la misma dependencia funcional a cada modo, pero se brinda la libertad de pesar los
modos de forma distinta.

Supdéngase ahora un haz vectorial cuya direccién de propagacién se encuentra sobre un
vector u. Si ambos potenciales de Hertz II., II,, se alinean en dicha direccién, y se escoge un
sistema coordenado cartesiano donde el eje €, coincida con u entonces los vectores I, I1,, se
pueden reescribir en términos de potenciales escalares 11y, I1y como I, = ullyeé,, y I1,, = ellzé,.
Ambos potenciales escalares satisfacen la ecuacion de onda:

VAL, — epll; = 0, (1.30)

donde €, u son la permitividad y permeabilidad del vacio. Para generalizar haces invariantes
escalares a vectoriales se elige I1; = a¥,,, y II, = ¥, donde «, 8 son constantes que determi-
nan el peso que se le asigna a los modos TE y TM respectivamente, c es la velocidad de la luz,

y
,, = W(x,y)eh=""", (1.31)

donde W (z,y) es una funcién que satisface la ecuaciéon de Helmholtz, y es tal que constituye
la estructura de un haz adifraccional. Por ejemplo se pueden utilizar funciones de Mathieu
para producir haces vectoriales de Mathieu pares, impares y helicoidales. En concreto se uti-
lizan las funciones de Mathieu W (z,y) = Ce(§)ce(n), Se(§)se(n) 6 An(q)Cem(&, q)cem(n, q) +
B (q)Sem (&, @)sem(n, q) -

Los campos eléctrico E y de inducciéon magnética B se relacionan con los potenciales de
acuerdo a [37]:

E=¢e'V(u-VIL) — plliu — (VIIy) ¥ u,

B = V(U . VHQ) — ILLEI:IQU + [L(VHl) X Uu.

Al sustituir los potenciales se obtiene:

(1.32)

E :%(ielkzg + wg)(ﬁx +i0,) U, (6, + i6y) + %(ielkz% — wg)(&; — 10V, (6, — i6y)+
ki%@méz,

B :%(z’kzg - wu%)(@x +i0,) U, (6, + i6y) + %(zkg + wu%)(&c — 10y ¥, (€, + 16,)+
kiglﬂméz

(1.33)

Obsérvese que no se ha utilizado la forma de la funcién W¥,,, por lo que la expresion anterior
sirve para describir cualquier haz invariante. En la tabla 1.1 se muestra como se transforma el
operador 0, %0, en los sistemas coordenados relevantes para los haces adifraccionales.

La figura 1.7 es un corte transversal del campo eléctrico de un haz de Mathieu vectorial. La
grafica se obtiene al fijar la coordenada z en la ecuacion 1.33. Los colores indican la intensidad
del campo normalizado, mientras que las flechas indican la polarizacion. En la figura es posible
observar singularidades en polarizacién [38], es decir puntos sobre los cuales la orientacién del
campo eléctrica no esta bien definida.

En [39] S. Hacyan y R. Jduregui prueban que los haces Bessel vectoriales modelados por
la ecuacion 1.33 exhiben efecto Faraday cuando los haces se encuentran en presencia de un
campo magnético externo y se propagan por un medio girotrépico. Sin embargo este fenémeno
no descansa en la estructura particular de los haces de Bessel. La misma descripciéon del efecto
Faraday se puede realizar con cualquier tipo de haz invariante vectorial generalizado a través
de la ecuacién 1.33 (ver dpendice “Efecto Faraday”). En [40] se muestra un experimento donde
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Y = uv

Haz Sistema Coordenado | Coordenadas Oy £10,
Ondas Planas | Cartesiano ayc Oy £10,
Bessel Cilindrico v =rcosd e*9(0, £ 10p)
y =rcost r

. o 12 . x = hcosh 6 COST) | csch(eFin) .

Mathieu Eliptico cilindrico y = hsinh £ sinn == (0 £10y)
— (112 _ 4,2 )

Parabdlico Parabélico cilindrico | © (= v%)/2 kv (9, £ 1i0,)

u2+v?

Cuadro 1.1: En esta tabla se muestran las 4 familias de haces adifraccionales, y como se transforma
el operador diferencial con el cual se obtiene la propagacién en el medio

se produce efecto Faraday en un gas atomico. La rotacion en ese experimento es cuatro érdenes
de magnitud mas grande que la que se produciria en cristales, por ello existe la posibilidad de
hacer magnetometria con gases atomicos. Queda la duda de si el uso de haces vectoriales podria
incrementar el efecto, y que se pudiesen utilizar para detectar inhomogeneidades en el campo

magnético.
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Figura 1.7: Haz de Mathieu vectorial par de orden m = 1, ¢ = 2. El color en la figura indica la
intensidad del campo, y las flechas la orientacion de la polarizacién. Al igual que en las singularidades
de fase, la singularidad en polarizacion se ubica en los ceros del campo.

15



Capitulo 2

Generacion de Haces de Mathieu

En este capitulo se describe la generacion experimental de haces de Mathieu mediante un
modulador espacial de luz (SLM). El capitulo comienza con una explicacién del método aqui
usado para la generacion de haces invariantes. El método es un generalizacion del método de
Durnin [20] para producir un haz Bessel de orden cero. Ademas se ilustra el funcionamiento de
un SLM; se detalla el arreglo experimental para producir haces de Mathieu; y se muestra como
el arreglo puede ser usado para caracterizar la luz y los elementos 6pticos utilizados.

2.1. Generacion de un haz Bessel de orden cero

La primera realizacién experimental de un haz invariante, se dio con Durnin [20], al producir
haces de Bessel de orden cero. En este capitulo se describe una forma de generar haces de
Mathieu, y tal forma es una generalizacion directa del método de Durnin. El método para
producir haces de Mathieu aqui descrito se tomé de [41]. Sin embargo, tal método es aplicable
para cualquier tipo de haz invariante.

El espectro angular (transformada de Fourier transversal, en 3.15 se explicard con més
detalle) de todo haz adifraccional se encuentra contenido en un anillo, véase la ecuacién 1.12.
En consecuencia, si se produce luz con la forma de un anillo, y una distribucién angular de
intensidades igual a la de un haz invariante, entonces basta hacer una transformada de Fourier
a la luz para conseguir el haz invariante deseado. A modo didactico, introduzco el experimento
de Durnin para producir haces Bessel de orden cero. El sistema se ilustra en la figura 2.1.

S8

f

Figura 2.1: Arreglo experimental para producir un haz Bessel de orden cero [20]. Sobre el filtro
anular incide una onda plana. El filtro solo permite el paso de luz sobre un anillo. El anillo de luz
experimenta una transformada de Fourier por la lente. En el plano focal de la lente se produce un haz
Bessel de orden cero.

El espectro angular de un haz Bessel de orden cero es un anillo donde cada punto tiene
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la misma intensidad. Por ello, para producir tal haz se puede usar una onda plana, y hacerla
pasar por un filtro anular, es decir un obstaculo con forma de anillo, y después realizar una
transformada de Fourier del haz. La transformada de Fourier se consigue al pasar el haz por
una lente. Dado que se busca efectuar una transformada de Fourier sobre el anillo de luz, se
coloca una lente de forma tal que el plano focal anterior de la lente coincida con el plano donde
se encuentra el filtro. Finalmente, el haz adifraccional se forma en el plano focal posterior de la
lente.

Para generar otros tipos de haces adifraccionales, se pueden usar variaciones del método
anterior. La diferencia radica en preparar luz con una distribucion de intensidades igual a la del
espectro angular del haz invariante deseado. La forma de anillo se puede inducir al hacer pasar
la luz por un filtro. Para dar la estructura del haz invariante se suelen utilizar moduladores
espaciales de luz [42] u hologramas [43]. En este trabajo se utilizé un SLM.

Si el filtro se iluminase con una onda plana, el grosor del filtro en principio podria ser
infinitesimal, pues el espectro angular del haz seria un anillo sin grosor. De forma realista, los
laseres que se utilizan para producir los haces tienen un perfil Gaussiano. El intercambio de
una onda plana por un haz Gaussiano impide la produccién de haces invariantes ideales. En la
seccién (1.2) se escribié acerca de los haces Helmholtz-Gauss, este tipo de haces son aquellos que
pueden ser generados experimentalmente. En los haces Helmholtz-Gauss, el espectro angular es
un anillo que decae como una curva Gaussiana de forma radial. Es decir, se induce un grosor en
el espectro angular, y por ello se requieren filtros anulares con grosor. A nivel experimental una
lente produce una transformada de Fourier, en la cual las coordenadas en el espacio de Fourier
se escalan por un factor 27/ f\ con f la distancia focal de la lente y A la longitud de onda [26].
En el primer capitulo se probé que el espectro angular de haz Helmholtz-Gauss tiene un radio
de k; y un grosor de 4/w. Por ello, una lente produce anillos de radio k,fA/27 y grosor 2f\/wm.

2.2. Modulador Espacial de Luz

El modulador espacial de luz, o SLM por sus siglas en inglés es un dispositivo cuyo propdsito
es cambiar la fase de la luz incidente. E1 SLM usado en este trabajo Hamamatsu LCOS-SLM
X10468 es de reflexion, y estd conformado por una pantalla de cristal liquido. Cada pixel de la
pantalla tiene dos electrodos en forma de placas. Entre las placas se encuentran cristales liquidos
birrefringentes en forma de elipsoides. Los ejes longitudinal y transversal de los cristales tienen
distintos indices de refraccién. Cuando se aplica un voltaje entre las placas, los cristales cambian
su alineacion, y con ello se cambia el indice de refraccién de dicho pixel. Al regular el indice de
refraccion, es entonces posible controlar la fase de la luz que incide sobre dicho pixel. Para un
andlisis extenso sobre el tema se recomienda [44].

Como datos de entrada al SLM se le suministra la fase en cada pixel. En concreto, al SLM
se le envian imagenes en escala de grises. Cada tono de gris representa una fase. E1 SLM usado
utiliza imdgenes de 8-bits, es decir la escala de grises se codifica en 2% = 256 tonos. Cada tono
se identifica con un numero entero entre 0 y 255. Sin embargo, no todos los tonos se utilizan
en las imégenes enviadas al SLM, pues a partir de un valor en el tono digamos n, los tonos son
equivalentes para el SLM. Es decir, para el SLM representa el mismo cambio de fase un pixel
de la imagen enviada con un valor de m que uno con n+m. En consecuencia, las imagenes que
se envien al SLM es suficiente que sus pixeles tomen valores en el rango [0, n].

El valor n depende de la longitud de onda a utilizar, en este trabajo se utiliza un laser de
776 nm. Para encontrar el nimero n se utilizo software desarrollado por Santiago Hernandez
[45] del grupo de Atomos Frios del ICN. En la figura 2.2 se muestra el arreglo experimental
para encontrar el nimero n.

Para calibrar el SLM se envia una imagen de muestra que actia como una rejilla de difrac-
cién. La imagen de calibracion es una serie de franjas obscuras y claras, ver figura 2.3. En la
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Figura 2.2: Se muestra el arreglo experimen-  Figura 2.3: Imagen de calibracién en forma de
tal para calibrar. El SLM opera con luz hori- franjas claras y oscuras. La imagen actia como una
zontalmente polarizada, por ello se coloca un rejilla de difraccién.

divisor de haz polarizante antes del SLM. La

imagen de calibracién hace funcionar al SLM

como una rejilla de difraccién. El patrén de

difracciéon es fotografiado y analizado.

figura 2.2 la lente transforma la luz modulada por el SLM en un patrén de intensidades. El
patrén de intensidades corresponde con el patrén de difraccion de una placa de varias rendijas,
por ello el patrén exhibe ordenes de difraccién, y cada orden toma la forma de una funcién
sinc(r).
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Figura 2.4: Curva de calibracion del SLM. El eje vertical es la suma de los valores de los pixeles en
una region cuadrada alrededor del orden de difraccién 1, y el eje horizontal representa el cambio de
tono en las franjas claras de la imagen de calibracién. El segundo minimo en la potencia se corresponde
con el niimero n buscado.

El procedimiento de calibracién consiste en medir la potencia de un orden de difraccion
con distintas imagenes de calibracién (figura 2.3). La diferencia entre las distintas imédgenes de
calibraciones es un cambio en una unidad de tono en el tono de las franjas claras. La primera
imagen de calibracion enviada es una imagen totalmente negra, es decir todos los pixeles tienen
el tono negro representado por el entero 0; en la segunda imagen de calibracién se forman
franjas obscuras y claras, las franjas obscuras tienen un tono dado por el entero 0 y las claras
por el entero 1; en la p-ésima imagen de calibracién se tienen franjas obscuras y claras, las
franjas obscuras tienen el tono dado por el entero 0 y las claras por el entero p.
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El patrén de difraccién producido por cada imagen de calibracién es almacenado en una
fotografia. En cada fotografia se mide la potencia del orden de difraccién 1 al realizar una suma
sobre los valores de los pixeles en una region cuadrada que enmarque al orden 1. Dado que
para el SLM existe un tono que representa el mismo cambio de fase, entonces se espera que la
potencia se comporte de forma peridédica respecto al tono de las franjas claras. En la grafica 2.4
se presenta la potencia del orden de difraccién 1 contra el tono de las franjas claras. El periodo
es el valor n buscado. Para luz de 776 nm se obtuvo n = 145.

2.3. Arreglo Experimental

Con el SLM se puede dotar a un haz Gaussiano con la fase de un haz de Mathieu. La
transformada de Fourier de este hibrido en el plano transversal a su propagacion, es similar al
espectro angular de un haz de Mathieu. La semejanza entre la transformada de Fourier, y el
espectro angular se puede acrecentar al hacer pasar la transformada de Fourier por un filtro
anular. Ya con el espectro angular se vuelve a efectuar una transformada de Fourier, logrando
asi un haz Helmholtz-Gauss. De forma experimental, la idea anterior queda plasmada en el
arreglo 2.5.

Figura 2.5: Arreglo para la generaciéon de haces de Mathieu. En el arreglo se generaliza la idea de
Durnin para generar haces Bessel de orden 0 [20]. Con el SLM se imprime la fase de un haz de Mathieu.
La luz es llevada a su espacio de Fourier por una lente. En el plano focal de la lente se coloca un iris
para filtrar las frecuencias espaciales que no se encuentran en un haz de Mathieu. La luz regresa al
espacio de configuraciones con una segunda lente, y al regresar ya se asemeja a un haz de Mathieu.

La fibra 6ptica conduce luz laser de 776 nm. El SLM opera con luz linealmente polarizada
en la direccién horizontal, y es por ello que se coloca una placa A/2 y un cubo divisor de
haz polarizante para asegurar que sobre el SLM solo incida luz con la polarizaciéon adecuada.
El plano horizontal es el plano del montaje experimental. Para controlar al SLM se le envian
imagenes a través de la computadora. Las imégenes reciben el nombre de mascaras de fase. Las
mascaras aqui usadas son imagenes de 792 x 600 pixeles 6 de 800 x 600, generadas al calcular
la fase de un haz de Mathieu. Cada pixel equivale a 2 um. La primer lente funciona como una
transformada de Fourier que produce un patréon de intensidades parecido a un anillo. Se coloca
un iris para filtrar la luz. La segunda lente efectiia otra transformada de Fourier para regresar
el haz al espacio de posiciones. La forma de los haces es capturada con la camara.
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En la figura 2.6 se muestra una mascara de fase un haz de Mathieu par de orden 5 con un
vector transversal k; = 10 mm™!, la transformada de Fourier del haz que produce la méscara,
y el haz de Mathieu resultante. La méscara de fase de la figura 2.6 a) es un ejemplo de una
seccién de las méascaras de fase enviadas al SLM. Las regiones en negro representan zonas en
las que el haz tiene una fase 0, y las regiones en gris son zonas con fase 7. La figura 2.6 b) fue
tomada al colocar la cAmara CMOS en el lugar del iris. En esta imagen se observa la utilidad
de un filtro anular, pues el anillo es la tnica regién que deberia pasar tras filtrar la luz. La
intensidad en el anillo es proporcional a ces(f) (véase la seccién (1.3)) con 6 un angulo polar
cuyo eje tiene origen en el centro del anillo. El anillo tiene 10 zonas oscuras pues ces(f) tiene
10 ceros en el intervalo [0,27). La figura 2.6 c) es el haz de Mathieu resultante. Este haz esta
descrito por ASes(€)ses(n) (véase la ecuacién 1.17) con €, n en coordenadas elipticas cilindricas.
La constante A indica la intensidad del haz. La geometria eliptica del haz viene del factor Ses(§)
y la geometria hiperbdlica de ses(n).
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Figura 2.6: La figura a) muestra una mascara de fase de un haz par de orden 5, y vector k; = 10
mm~!. Esta mascara es enviada al SLM. La méscara esté ajustada a la calibracién del SLM. La figura
b) muestra el espectro angular producido por la mascara de la figura a), como se puede ver el espectro
se parece a un anillo, las estructuras fuera del anillo son removidas con el iris. En el interior del anillo
también hay estructura que deberia ser removida. En el centro del anillo se observa luz no modulada
por el SLM. En la figura c) se muestra el haz de Mathieu resultante al filtrar la luz en la imagen b). Las
figuras b) y c) se encuentran graduadas por una escala de color. Ambas imégenes fueron normalizadas
de forma independiente, por ello un mismo tono en dichas imagenes no se corresponde con la misma
potencia. Sin embargo la escala de color permite conocer los cambios relativos de intensidad en cada
imagen.

Para producir distintas méascaras de fase se escribié un programa para el control del SLM.
Con el programa es posible generar los tres tipos de haces de Mathieu: par, impar y helicoidales.
Con el programa se controla el orden del haz m, la separacién entre los focos de las elipses del
haz h, y el parametro de elipticidad q.

2.4. Caracterizacion del arreglo experimental

El tamano del radio exterior de los anillos en el espacio de Fourier de los haces de Mathieu
(como aquel en la figura 2.6 b)) se encuentra dado por:

r=kyf\2m+ f\wn, (2.1)

el origen de esta férmula se describié al final de la seccién (2.1). Para verificar la validez de
tal formula se tomaron fotografias de anillos de un haz par de orden 5 pero con diferentes
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vectores transversales de propagacion k. El radio exterior de los anillos fue medido en las
fotografias y se encontré que los radios medidos y calculados diferian. La diferencia entre radio
medido y calculado ocurre ya que la distancia focal de la lente se tomé6 como la distancia focal
nominal proporcionada por el fabricante de la lente, en nuestro caso 300 mm. Para encontrar la
distancia focal de la lente, y asegurar que el comportamiento del radio de los anillos va como en
la ecuacion 2.1, se realizé un ajuste lineal del radio contra el vector transversal de propagacion.
El ajuste se puede ver en la figura 2.7.
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Figura 2.7: Se muestra un ajuste lineal al radio exterior de los anillos como funcién del vector
transversal de propagacién k. El ajuste lineal permite obtener la distancia focal de la lente, y la
cintura Gaussiana del haz. La incertidumbre en el radio se tomo como un error con un tamano de dos
pixeles. Las fotografias de los anillos fueron tomadas con una camara CMOS, donde cada pixel mide
5.2 pm.

La pendiente de la recta del ajuste vale fA/27, dado que se conoce la longitud de onda es
posible calcular la distancia focal f, obteniendo asi f = 299.128 + 0.003 mm. La ordenada al
origen estd dada por fA/wm con la cual se obtiene una cintura w = 3.256+0.003 mm. La cintura
del haz fue medida de forma independiente al tomar una fotografia del haz sin estructura, y
ajustarle una curva Gaussiana. En esta fotografia la cAmara se ubico en la posicién de la primera
lente en el arreglo 2.6. Con el ajuste Gaussiano se obtuvo una cintura de 3.32 £+ 0.65 mm, lo
cual concuerda con el valor deducido del ajuste de los radios de los anillos.
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Capitulo 3

Propagacion de los haces

En este capitulo se busca conocer la forma que tendran los haces generados experimental-
mente conforme estos se propagan. La propagacion de haces Helmholtz-Gauss fue totalmente
descrita por Gutiérrez en [27], sin embargo los haces generados en el laboratorio son sélo una
aproximacién a los haces Helmholtz-Gauss, ya que no se estd modulando la intensidad para ge-
nerar los haces, y se esta usando un iris en vez de un filtro anular. Con el fin de guiar y entender
los experimentos realizados con los haces de Mathieu se realizaron simulaciones numéricas que
describen la propagacion de los haces experimentalmente generados al seguir un arreglo como
el de la figura 2.5.

El capitulo inicia describiendo las simulaciones numéricas, se menciona la forma de apro-
ximar transformadas de Fourier, se da un breve repaso de éptica de Fourier, y con ello se
explican las simulaciones. Finalmente se describe un método para la deteccion de vortices en
haces helicoidales.

3.1. Simulacion de haces escalares

La simulacién de los haces se realiza mediante 6ptica de Fourier, y toma en cuenta los
elementos del arreglo 2.5. La simulaciéon comienza cuando la luz ha incidido sobre el SLM. Se
asume un haz de entrada Gaussiano, con una funcién escalar U = Je="*/“’ donde I es una
constante que determina la intensidad del haz, r es la coordenada radial transversal del haz, y
w la cintura del haz. El SLM tiene el efecto de introducir una fase de forma puntual, por ello
el modulador se simula al anadir una fase ¢(z,y) a V. Las coordenadas x,y se refieren a un
plano transversal al haz, con origen en el centro del haz. E1 SLM refleja la luz que incide sobre
él, sin embargo no toda la luz es modulada, ya que una parte de la luz es reflejada antes de
que el SLM cambie su fase. Las simulaciones solo toman en cuenta la luz modulada. Dicha luz
adquiere la forma e ""/**+9@y) La fase ¢(x,y) es de un haz de Mathieu ideal. La simulacién
se dividio en tres regiones cada region esta determinada por los elementos que se encuentra la
luz a su paso. La primera region va del SLM al iris, y toma en cuenta la lente entre el SLM
y el iris; la segunda region va del iris a la segunda lente, y la tercer regién va de la segunda
lente al punto en el que se quiera conocer la forma del campo. La razén para introducir tres
regiones es que cada region puede ser simulada al utilizar una transformada de Fourier. Antes
de proseguir, introduzco la forma en la que en este trabajo se aproximan las transformadas de
Fourier.
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3.1.1. Aproximacion de la transformada de Fourier por transforma-
das discretas

Dado que se realizaran simulaciones numéricas es relevante contar con una aproximacion
a la transformada de Fourier de una funcién f. La representacion de f en una computadora
es una coleccién de puntos {Z,}, que se relacionan con un conjunto {f(#,)}. La coleccién de
puntos z, se ordena con una etiqueta n. Si {Z,} representa puntos en una dimensién, n es un
entero, y los puntos se suelen ordenar como x; < x5 --- < x,,. En dos dimensiones el espacio se
representa por una matriz, y en este caso n es una pareja de enteros n = (a,b). Los enteros a, b
indican la posicion en la matriz, la cual a su vez es una discretizacién del espacio. De forma
analoga se procede con dimensiones superiores.

Dado que f se ha representado como un conjunto discreto, no es posible obtener una trans-
formada de Fourier de f 6 CFT (Continuous Fourier Transform). Sin embargo, se puede usar
un analogo discreto de la transformada de Fourier DFT (Discrete Fourier Transform). En una
dimension, y para un conjunto de N datos x,, se define como:

N-1
Xy = Z e RN 1. (3.1)
n=0

Una CFT puede aproximarse por medio de una DFT. Supongamos que se conoce f(z,)
donde {x,} es un conjunto discreto de puntos equidistantes. La distancia entre cada punto es
de 1/F;. F; se conoce como la frecuencia de muestreo. Con lo cual:

k 1,
SUIK = 3 F) ~ e i, (5:2)
donde §F[f] es la transformada de Fourier de f. La notacién §[f](K = £F,) representa la
transformada de Fourier de f en el punto K = £F,. Y F[k] es el k-ésimo elemento de la DFT
de f(z,).

La aproximacion anterior no permite tener un control en la precisién de la transformada
una vez que la cantidad de puntos en el arreglo a transformar ha sido fijada. Al aproximar una
CFT por una DFT se carece de control sobre la regién en el espacio de Fourier en la que se
ha transformado el arreglo original. Formalmente, si se conoce una funcién h en el intervalo
[—a, a], y se discretiza la funcién en m puntos, entonces la transformada de Fourier discreta de
h representara al intervalo de puntos [—m/4a, m/4a] en el espacio de Fourier. Por lo tanto, la
regién en el espacio de Fourier crece con la cantidad de puntos m, sin embargo la DFT también
tiene m elementos, por ello la resolucién (cantidad de puntos por unidad de longitud) en el
espacio de Fourier guarda una relacién inversamente proporcional con el numero de puntos m.

Como alternativa se puede aproximar una CFT a través de transformadas de Fourier frac-
ciénales FrFT [46]. La transformada para un conjunto de N datos z,, esta definida como:

N—-1

Gz, a] = Z e~ 2minkay, (3.3)

n=0

la FrFt es una generalizacion de la DFT. El parametro « es un niimero complejo, y en el caso
de que @ = 1/N la FrFT se reduce a la DFT.

En [46] se propone utilizar la FrF'T como una aproximacién de la transformada de Fourier
de una funcién f(z) cuando se conoce una discretizacién de m puntos de dicha funcién en el
intervalo [—a/2,a/2]. Y los puntos en los cuales se conoce f de forma discreta, tienen la forma
zj = (j —m/2)p con f = a/m. Con tales condiciones la CFT se aproxima como:

SUI(E) = Bem NG, [ f (a;)e™ ™, 4], (3-4)
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donde K, son puntos en el espacio de Fourier, y K, = (n — m/2)7v. Donde 7 es un parametro
libre, y por lo tanto puede seleccionarse para concentrarse en un intervalo especifico del espacio
de Fourier. El parametro d se define como § = (87, y es un parametro adimensional que relaciona
el ancho de la region del espacio de configuraciones a transformar con el ancho de la region del
espacio de Fourier representada por la transformada. La FrFT puede ser calculada de forma
eficiente por dos DFT via dos FFT (Fast Fourier Transform). Aproximar la CFT por FrFT
es conveniente, pues la introduccion del parametro v trae asociada una mejor precision, y la
libertad de escoger la region del espacio de Fourier a aproximar [46].

En este trabajo se requiere de realizar transformadas de Fourier en dos dimensiones, pues
se realizan transformadas de imagenes. Afortunadamente, la FrE'T se puede generalizar a n
dimensiones con relativa sencillez. A continuacién, muestro como: generalizar a dos dimensiones,
calcular la FrF'T de dos dimensiones con DFT de dos dimensiones, y aproximar la CF'T de dos
dimensiones.

Defino la FrFT-2D como:

No—1 N1—1

le k2 €T 0[17062 § E le’]z —271'1]1](}16!1 —27rz]2k2a2 (35)

Jj2=0 71=0

con r una matriz. Para calcular la FrFT-2D de forma eficiente se utilizan dos matrices auxi-
liares y y z. Cada una de estas matrices tienen un tamano 2/N; X 2Ns, es decir el doble del
tamano en cada una de las dos direcciones de x. Ambas matrices son una generalizacién de los
arreglos unidimensionales que se usan para calcular la FrET. Al igual que los arreglos del caso
unidimensional, las matrices se construyen para satisfacer las condiciones de una convolucién
circular de DFT (véase [47]). Se define y como:

- le,j2€—i7r(j%a1+j%a2) si0< ]1 < Nl y 0< jg < N2 (3 6)
Yini2 =\ otro caso '
la matriz z se define como:
eimliiartizas) si0<71 <N y0< g2 <Ny
P eiﬂp[(j172N1)2a1+j§a2] Si Nl S jl < 2N1 y 0 S j2 < N2 (3 7)
91,02 6i7r[j%a1+(j272N2)2042] si0 S jl < Nl y N2 S j2 < 2N2 ; .
eiml=2M)Par+(2=2N2)%al gi Ny <y < 2Ny y Ny < jp < 21N,
con las matrices anteriores la FrFT-2D se calcula como:
Gy ks [517; Qaq, 062] = efmk%alefmkngfl[F[Q]F[Z]]a (3-8)

donde F'[-] es la DFT-2D, el producto F[y|F[z] es punto a punto. El lado derecho de la ecuacién
3.8 excede las dimensiones de Gy, ,[z; a1, as], sin embargo la igualdad se da en los puntos en
los cuales: 0 < ky < N1y 0 < ko < Ns.

Ahora bien sea f una funcién f(z', 2%) con z' un nimero real donde su rango es [—a;/2, a;/2],
y se ha discretizado por :L’; = (j — N;/2)B; con ; = a;/N;, y N; la cantidad de puntos de la
discretizacion. Entonces la CF'T de f se puede aproximar por una FrE'T-2D a través de:

g[fKKrlLla ) ﬁlﬁ e im(n1—N1/2)N161 Z7T(n2 N2/2) N262Gn1,n2 [f(lelu l’?z)eiﬂlel&l e’iﬂjQNQ(SQ; 51’ (52],
(3.9)
con K, = (n; — Ni/2)vi, ¥ 0 = Bivi.
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3.1.2. Optica de Fourier

Esta seccion introduce la teoria necesaria para producir las simulaciones numéricas. Se
comienza escribiendo acerca de la difraccion de luz por un objeto, pues en este trabajo para
producir haces de Mathieu, la luz atraviesa un iris. Y por tanto experimenta difraccion. Se
introduce el espectro angular A la cual es una funcién 1til para describir la propagacion de los
haces en vacio. El arreglo experimental 2.5 también hace uso de lentes, el efecto de una lente
sobre un haz también es tratado.

Cada una de las componentes del campo eléctrico en el vacio satisface la ecuacion de onda. De
aqui en adelante se estudiara una onda electromagnética de forma escalar. Es decir, se estudiara
una funcion u(z,y, z,t) que satisfaga la ecuacién de onda con las condiciones de frontera que
obedece el campo. Por otro lado, si se asume que u es de la forma u = U(z,y, z)e” ! con w la
frecuencia de la onda, la ecuacién de onda se convierte en la ecuacion de Helmolthz:

(V2 + KU =0, (3.10)

donde k = 27X~ y X la longitud de onda.

Difraccién por un obstaculo

Cuando luz incide sobre un objeto se produce un patrén que estéd determinado por la forma
del objeto, este fendmeno es conocido como difraccién. Para notarlo, basta observar la sombra
de un objeto iluminado. La difraccién es una consecuencia de la interferencia entre las porciones
de luz que logran sortear el objeto. Para predecir el patréon de difraccion se utiliza el principio
de Huygens-Fresnel, el cual dice que todo punto en un frente de onda, actiia como una fuente
secundaria de ondas esféricas.

Figura 3.1: Principio Huygens-Fresnel. La luz incide sobre un objeto que bloquea su paso. Cada
punto no obstruido en el plano del objeto obstructor es una fuente de ondas de esféricas.

En la figura 3.1, se muestra de forma esquematica el principio Huygens-Fresnel. Si se supone
ahora un obstdculo bidimensional como aquel en la figura 3.2, el campo sobre un punto Fy en
un plano diferente al plano del obstaculo se encuentra dado por:

U(Po)://EU(Pl)eides, (3.11)

r
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la integral se realiza sobre la superficie ¥ del objeto que permite el paso de la luz, y r es
la distancia entre el punto P; en el plano de integracién y Fy. Sin embargo, la integral 3.11
no reproduce resultados experimentales. Lo cual conduce a modificar el principio de Huygens-
Fresnel. Notese que si el principio de Huygens-Fresnel fuese cierto de la forma en la que lo
he enunciado, entonces las ondas secundarias se propagarian en todas las direccién, y por ello
las ondas secundarias también emitirian luz en la direccién inversa a la de propagacién. Dicho
fendmeno no se observa en la naturaleza. Para corregir ese defecto, se introduce una funcién
que regula la intensidad de las ondas secundarias de acuerdo a su direccion [26].

U(PO):%//xU

donde 6 es el dngulo entre el vector normal a la superficie del objeto y la direccion de r. La
ecuacion 3.12 pueden ser obtenida de forma de rigurosa, al encontrar un propagador para la
funcién de onda. Para facilitar el calculo de la integral 3.12, se aproxima que la distancia entre
obstéaculo y plano de observacién es mucho mas grande que la distancia entre el punto observado
y centro del plano de observacién z >> x? + 3%, véase la figura 3.2.

(3.12)

Figura 3.2: Difracciéon por un objeto. En el frente de onda que deja pasar el objeto cada punto es
una onda esférica secundaria. En la figura se muestra la contribucién de la onda secundaria con origen
el punto P; sobre el punto Fy. Las coordenadas en el plano del objeto son «, 3, y las coordenadas en
el plano de observacién son x,y.

La cual conduce a la aproximacion:

r%z[l—l—%(x_a)Q—{—%(y_ﬁY], (3.13)

con lo cual:
U(g” y) ezz(x2+y2) // 62Z( 2+52)} —n (xa—i_yﬁ)d()édﬁ. (314)

Espectro Angular

Una manera alternativa de lidiar con la difraccién y propagacion de una onda es analizar
desde el espacio de Fourier de la onda. Esta alternativa puede simplificar las ecuaciones de
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propagaciéon. El objetivo de este método es encontrar como cambia la onda en el espacio de
Fourier conforme la onda se propaga. Con este fin se define el espectro angular de un frente de
onda U(z,y, z) como:

A(fx, fr,2) // (2,9, 2 ’2”(fxm+fyy)dxdy, (3.15)

en el capitulo 1 se muestra que la eleccion de distintos espectros angulares A da origen a las
distintas familias de haces invariantes. En todos los haces invariantes el espectro angular es un
anillo.

Para obtener U a partir de A se requiere realizar una transformada de Fourier inversa. Dado
que U satisface la ecuacion de Helmholtz 3.10, entonces A obedece la ecuaciéon de Helmholtz
en su componente de propagacion z:

A

St (F) AR A=, (3.16)
con lo cual:

A= Alfx, fy, 0)e (F)IVIREER: (3.17)

En éptica de Fourier se asume que Afx << 1y Af, << 1, esta aproximacién nos dice
que la propagaciéon principalmente se produce en la direccién del eje z. Es decir, si el vector
de propagacién k se separa en sus componentes transversales k; y longitudinales k., entonces
k. >> k;, esta aproximacion se conoce como la aproximacion paraxial. Con lo cual A toma la
forma:

Am Afx, fy,0)e MR (3.18)

donde se eliminé una fase global. Esto dice que la propagacién en el vacio tiene el efecto de
introducir una fase en el espacio de Fourier de la onda.

Lentes

Una lente es un objeto con un indice de refraccién diferente al medio en el cual se encuentra
inmerso. Cuando una onda atraviesa un medio con un indice de refraccién n experimenta un
desfase con relacion a la fase que tenia antes de entrar al medio. El desfase esta dado por knd
donde d es la distancia que ha viajado la onda en el medio con indice n. En otras palabras,
un medio con un indice de refraccién distinto altera el camino éptico viajado por la onda. El
efecto de una lente es cambiar la fase de la onda. Sin embargo, la forma de lente hara que la
fase cambie de forma distinta para diferentes puntos en el frente de onda.

En este resumen, tinicamente analizaré el efecto de lentes con superficies esféricas, pues son
las que se usaron para generar experimentalmente los haces de Mathieu. Por ejemplo, véase la
lente biconvexa de la figura 3.3

Como sistema coordenado se elije un sistema cartesiano donde el eje Z coincide con el eje
de la lente. De la figura 3.3 nétese que un rayo que incide en la lente, y es paralelo al eje de la
lente, y pasa sobre un punto con coordenadas z,y recorre una distancia: | = d; —d;(x,y) +ds +
d3—ds(x,y) dentro de la lente. Por convencién, cuando un rayo se encuentra ante una superficie
convexa se considera que su radio de curvatura es positivo, y cuando lo hace con una superficie
céncava negativo. De esta forma el radio R; se toma como positivo y Ry como negativo. Con
ello:

d (z, (3.19)

\/—
dy(z,y) = —Ry — \/R (3.20)
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Figura 3.3: Lente biconvexa. La lente se ha separada en tres partes, dos partes son cortes de superficies
esféricas con radios Rj, Ro. La otra region es un paralepipido. La figura ilustra la distancia viajada
dentro de la lente por un rayo paralelo al eje de la lente.

Por ello, el rayo cubre una distancia [ sobre la lente de:

x2+y2 :L-2_|_y2
l=d—R|1—|/1———— | —R|1—4/]1 — —— 3.21
( i) m(o ) e

con d = d; + ds + ds. Es comun realizar la aproximacién “paraxial”’, es decir:
3 )

IQ + y2 .ZU2 + y2
1- =12 ~1— , (3.22)
VTR 2R

con j = x,y. La aproximacién paraxial quiere decir que se tiene un haz que diverge muy poco.
Si la lente se coloca imaginariamente entre dos planos paralelos, perpendiculares al eje de la
lente y tangentes a la superficie de la lente, entonces una onda experimenta un cambio de fase
al propagarse entre los dos planos dado por:

o(z,y) = knl + k(d —1). (3.23)

El efecto de la lente sobre el haz es introducir una fase e | sustituyendo 3.21 en 3.23, usando
la aproximacion paraxial y despreciando una fase global, es decir una fase que no depende de
la posicién se tiene que la fase es:

¢~z (@), (3.24)

donde se defini6 la distancia focal f como:
1 1
S = (n— 1)(— - —). (3.25)

Una lente como una transformada de Fourier

Cuando un campo electromagnético ha atravesado una lente su estructura en el plano focal
estd intimamente relacionado con la transformada de Fourier del campo. A continuacion, se
muestra la forma del campo en el plano focal. Para comenzar se analiza como se transforma
el campo cuando este se conoce justo antes de entrar a la lente. Posteriormente se generaliza
cuando se conoce el campo a una distancia arbitraria de la lente.

Sea U un frente de onda, justo antes de cruzar una lente con distancia focal f. Por la seccién
anterior sabemos que el campo justo después de la lente esta dado por:

U'(z,y,0) = Uz, y, 0)e 2@+ (3.26)
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Para analizar como se ve el campo en el plano focal de la lente, se hace uso de la ecuacién 3.14.
Se esta suponiendo que la lente es obstaculo circular, pues un corte transversal de una lente
esférica es un circulo. Combinando 3.26 y 3.14 y eliminando fases globales se tiene:

u +’U .
Ulu,v, f) = Mf // (z,y,0)e S @utv0) g dy. (3.27)
En términos del espectro angular A de U, la expresién inmediata anterior se reescribe como:
3 (u?+0?)
e2f u v
U = A(—,—,0). 3.28

Por otro lado, si se conoce el campo a una posicion d de la lente, entonces la propagacion
se encuentra al introducir una fase en el espectro angular como aquella de la ecuacién 3.18.
Introduciendo dicha fase en 3.28 se obtiene:

62f<1 B (u?+0?)
U(u,v) = // (x,y,0)e S (@t (3.29)

en este caso el 0 en la coordenada en z se tomé en el plano donde se conoce el campo. Obsérvese
que si el campo inicial estd a una posiciéon d = f entonces en el plano focal se observa la
transformada de Fourier del campo.

3.1.3. Simulaciéon

Se han simulado numéricamente los haces de Mathieu para tener predicciones acerca de la
estructura espacial de los haces al generarlos experimentalmente mediante el arreglo 2.5. Las
simulaciones estan basadas en 6ptica de Fourier. Los pasos para propagar un haz se encuentran
indicados en la figura 3.4:

Se comienza con un haz Gaussiano de cintura w, e intensidad I, y por tanto descrito por
Uy = ITe /%’ Este haz incide sobre el SLM con el cual se imprime la fase ¢(z,y) de un haz
de Mathieu. La funcién del haz se modifica a ¥, = Wye'®@¥) . En el siguiente paso, se propaga
el haz del SLM hasta el plano focal de la primera lente. Las dos lentes del arreglo tienen una
distancia focal f. Por la ecuacion 3.29 el cambio sobre W; consiste en efectuar una transformada

de Fourier sobre el haz, ¥y = ng [W1]. En el plano focal de la primera lente se coloca un iris
)

para filtrar las frecuencias que no corresponden a las de un haz de Mathieu ideal. El iris se
simula con una funcién circ(€, 7, R), esta funcién es cero para todo punto fuera de un circulo
de radio R, y uno para todo punto dentro del circulo. En este caso, R se toma como el radio de
la apertura del iris. Las coordenadas &, 7 son cartesianas; se usan las letras £, n para enfatizar
que son coordenadas a transformar mediante la transformada de Fourier. En el siguiente paso
de la simulacion se propaga el haz desde que se encuentra en el iris hasta que llega a la segunda
lente, para este paso hay que combinar los efectos de propagacién en vacio, y difraccién por un
objeto (iris).

La propagacién en vacio se encuentra al regresar al espacio de configuracion el espectro
angular propagado en la ecuacién 3.18. En términos de un haz U(z,y, zg) con su eje de propa-
gacién en la direccién Z, entonces U(x,y,2z1) con zy < z; de acuerdo a la referencia [26] estd
dado por:

eikz

U(z,y,21) = —e=@IFU(E, n, 20)es 7)), (3.30)

con z = z1 — 2o, k el vector de propagacién y A la longitud de onda del haz. Aplicando la
ecuacion 3.30, y la difraccion por el iris, el campo justo antes de incidir en la segunda lente

Az
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Figura 3.4: Se muestra el esquema aqui usado para simular el arreglo 2.5. Cada paso de la simulaciéon
estd relacionado con un elemento éptico.

toma la forma:
\113 - .—eﬁ(IQ—i_yZ)g[\PQe%(§2+n2)CirC(§v 777 R)]? (331)

esta ecuacion es la que se encuentra en el diagrama 3.4.

El ultimo paso de la simulacion propaga el haz desde la segunda lente hasta una distancia
arbitraria. Como ya se ha mencionado, el efecto de una lente sobre un haz es introducir un
cambio de fase e 27 ®**¥") Al tomar en cuenta dicho cambio de fase y la propagacién en vacio
se obtiene que un haz U(z,y, 29) justo antes de una lente, cambia a un haz U(x,y, z1) por:

ikz )
e ik ik

Uz, y, 21) = —e®= @ HAIFU(E n, z0)e? D EH), (3.32)

Y

la expresién anterior es usada en el paso final de la simulacién.

Los haces adquieren una forma de anillos concéntricos cuando van a pasar por el iris. Las
simulaciones muestran que los anillos tienen un radio de (2n + 1)k, /27 con n un entero. El
unico anillo que aparece en un haz ideal es aquel con n = 0, los demas anillos se originan por
el haz Gaussiano que incidié sobre el SLM. Para asemejar al haz ideal se cierra el radio del iris
para solo permitir el paso de dicho anillo. En el interior del anillo también existe estructura
debida al haz Gaussiano que idealmente deberia de ser removida. Con el iris no es posible quitar
dicha estructura. En la figura 3.5 se muestran los anillos de un haz par, impar y uno helicoidal.
La escala estd dada por un nimero x,, este nimero se definié como x; = k, /2m. Todos los
anillos son de haces de orden 5. En la figura se muestran los anillos n = 0, 1. De ser un haz ideal,
el interior del anillo n = 0 apareceria totalmente oscuro. En los tres haces, el espectro angular
estd dado por funciones de Mathieu, respectivamente por: ce,, (@), sem (@) v cem(d) + isenm (o),
donde ¢ es la variable angular en coordenadas polares en el espacio de Fourier del haz. En el
caso de los haces par e impar es posible distinguir el orden del haz, pues las funciones ce,,, se,,
poseen 2m ceros en el rango [0, 27). mds atin, como las funciones de Mathieu presentan paridad

30



bien definida, los ceros se presentan de forma simétrica alrededor del cero. Resultando asi en
2m zonas oscuras en los anillos de los haces de Mathieu. En la figura se pueden distinguir las
10 zonas oscuras de los anillos de los haces pares, e impares. Un anillo de un haz impar se
distingue de uno par, pues el impar siempre presenta un cero en el angulo ¢ = 0.

Helical

Impar

Figura 3.5: Se muestran los anillos de los tres tipos de haces de Mathieu. Los anillos son el espectro
angular de los haces. Los haces mostrados son de orden 5. La escala de las figuras, se encuentra en
términos de la variable k) =k, /27 con k] el vector de propagacién transversal.

Como ya se ha mencionado los haces producidos experimentalmente no son ideales, y por
tanto sufren deformaciones que cambian la forma de los haces conforme estos se propagan. Los
haces generados se asemejan a los Helmholtz-Gauss. Estos haces tampoco son adifraccionales
en todo el espacio, pero son adifraccionales en una distancia z,., [48]. Se introduce esta can-
tidad pues define una unidad de distancia natural de propagacién. Los haces Helmholtz-Gauss
de los cuales un caso particular son los haces de Mathieu modulados por una Gaussiana, se
componen de una suma de haces Gaussianos donde todos los haces Gaussianos tienen un vector
de propagaciéon k de la misma magnitud, pero con diferentes direcciones. Si el haz Helmolthz-
Gauss resultante tiene un vector de propagacion orientado en la direccion e, todos los vectores
de propagacién k de los haces Gaussianos que conforman al haz Helmholtz-Gauss tienen una
componente /26 en la direccion é de la misma magnitud. En consecuencia todos los vectores de
propagacién k de los haces Gaussianos se ubican en un anillo alrededor del eje . En la figura
1.1 se ilustra e el caso de un haz invariante ideal, y las componentes son ondas planas, en este
caso se puede usar la misma figura pero sus componentes son ahora haces Gaussianos.

Figura 3.6: Traslape de dos los haces Gaussianos componentes de un haz Helmholtz-Gauss. Mientras
los dos haces se superponen se tiene un haz adifraccional. La distancia sobre la cual permanecen
adifraccionales se conoce como Zyqq-

La adifracionalidad de los haces Helmholtz-Gauss se pierde cuando los haces que los com-

ponen dejan de traslaparse. En la figura 3.6 se ilustra un haz Helmholtz-Gauss, el dngulo
Oy es aquel entre k y k. Los haces en rojo son dos haces Gaussianos que componen al haz
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Helmholtz-Gauss, la distancia 2,4, es aquella en la cual las cinturas (wp) de los haces dejan de
sobreponerse. De la figura notese que:

Wo
z = —.
9 Sin(6p)

(3.33)

En la figura 3.7 se muestra la simulacion de un haz impar en diferentes planos transversales
al eje de propagacién. La escala h se refiere a la distancia interfocal entre las elipses del haz, en
este trabajo se han tomado distancia interfocales de alrededor de un milimetro. En la primera
imagen de la izquierda se muestra el haz en el origen. El origen se toma como el punto en
donde se intersecan los planos transversales de los haces Gaussianos componentes [27]. En el
arreglo experimental 2.5 el origen se encuentra en el plano focal posterior de la segunda lente.
La escala de colores es la misma para las cuatro imagenes. Se puede ver que la intensidad de
algunos puntos en el centro de la imagen aumenta del plano z = 0 al plano z = z,,4,/2, sin
embargo, la potencia del haz en la region mostrada decrece, lo cual quiere decir que el haz esta
divergiendo, y por ello esta repartiendo la energia que posee en areas més grandes. Como es de
esperarse el haz pierde su forma conforme se propaga. En el laboratorio se puede trabajar con
distancias menores a z,,,,. Al calcular con la ecuacién 3.33 la distancia es de alrededor de 3m.

_ Zmaz _ 3 mar
2h 7 =
\‘.:;: f" :a
—2h

h
—4h —2h 2h 4h

Figura 3.7: Haz Mathieu-Gauss impar en diferentes planos transversales al eje de propagacién. La
distancia h es la distancia del centro del haz hacia los focos de las elipses. El haz pierde la propiedad
de adifraccionalidad una vez que llega a la distancia z;,qz.

3"":IIICLF

z:_z_

Figura 3.8: Propagacién de un haz helicoidal. En este caso la adifraccionalidad del haz se ve afectada
por la presencia de vértices, pues los vortices tienden a moverse conforme el haz se propaga.

Los haces pares se comportan de forma similar al haz impar recién mostrado, sin embargo
los haces helicoidales pierden su adifraccionalidad antes de llegar a z,,,.. Esto se debe a que
dichos haces contienen vértices épticos, y los vértices giran conforme el haz se propaga [49].
La propagacion de un haz helicoidal se ilustra en la figura 3.8. El giro de los vortices es un
efecto Gaussiano, y por ello aumentar la cintura de los haces wy tiene el efecto de reducir el

32



giro. Combinando la ecuacién 27b de la referencia [49], y la méxima distancia de propagacion
Zmaz S€ Obtiene que los vértices habran girado:

kA

A = tan™*( :
TR Wo

(3.34)

por ello si se quiere reducir el giro basta seleccionar la cintura wy.

3.2. Vortices

Los haces helicoidales presentan vortices épticos, véase la seccion 1.3.2. Aqui se muestran
varios interferometros para la deteccion experimental de tales vértices. Se decidié utilizar inter-
ferémetros, pues estos permiten estudiar cambios en fase a través de una medicién en intensidad.
Por ejemplo, en un interferometro de Michelson se cambia la fase de un haz al mover la posi-
ciéon de un espejo, y la posicion del espejo interviene directamente en la formacion de franjas
circulares o lineales en la pantalla de observacion.

I

0.5

: 0
0.0 0.5 1.0 1.5 2.0

mm

Figura 3.9: Interferencia de un haz de Mathieu y una onda plana. En la figura superior se muestra
la fase del haz de Mathieu, y en la figura inferior se muestra el patrén de interferencia. El patrén de
interferencia son franjas, en la ubicacién de los vortices las franjas se rompen y forman una estructura
de tenedores.

Los vortices 6pticos se pueden detectar al sobreponerlos con una onda plana. El patrén de
interferencia adquiere la forma de franjas. En la ubicacion del vortice, la estructura de franjas
se rompe ya que el vértice no tiene una fase bien definida. En la figura 3.9 se muestra la fase de
un haz Mathieu-Gauss helicoidal de orden 3, asi como el patron de interferencia del haz con una
onda plana. El haz mostrado solo exhibe vortices en su eje principal, sin embargo el método
también funciona cuando se presentan més vértices. En la figura 3.9 se usan lineas negras
que cruzan las dos imégenes para enfatizar que los vértices rompen las franjas, y producen
estructuras con forma de tenedores. Se realizo interferencia de onda plana en haces pares e
impares, y como era de esperarse no se formaron tenedores.
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También es posible dividir un haz en dos partes, y luego hacer ambas partes interferir. En
[13] se propone la deteccién de vértices en haces Laguerre-Gauss con un interferémetro en el
cual se divide el haz que tiene una singularidad en dos haces, y luego se juntan ambos haces
con un pequeno angulo entre ellos. Al igual que en el caso de onda plana se produce un patrén
de franjas. En la ubicacién de los vértices se observan tenedores. El introducir un angulo entre
los haces tiene el efecto de introducir una diferencia de fase dependiente de la posicién. En
la figura 3.10 es posible ver que un rayo del haz incidiendo en la posicion “a”ha viajado una
mayor distancia que un rayo incidiendo sobre “b”, por ello se tiene que la fase del haz sobre
la superficie de incidencia depende de la posicién. Para dicha orientacién la fase se recorre de
2m — 0, pues un rayo mas cercano al rayo que incide en “b” experimenta un menor cambio en
fase.

12

0 4 8 12 16
mm

Figura 3.10: Haz incidiendo sobre una su- Figura 3.11: Haz helical de orden 2 con dos vérti-
perficie con un angulo. ces. Los haces se ubican en las regiones oscuras en
el centro del haz.

Con haces de Mathieu, es posible aplicar la misma técnica para mostrar la existencia de
vortices. En la figura 3.13 se bosqueja la interferencia entre un haz helical consigo mismo. El
haz es de orden dos y tiene solo dos vértices (figura 3.11). Para asegurar que el haz solo tiene
dos vértices se escoge un valor de elipticidad ¢ < 2%2/2 — 1 [30] Al dividir el haz se tendrén
cuatro vértices en total. Los vértices se encuentran sobre el eje principal. Uno de los vortices
se coloca en la parte mas brillante del otro haz. Este desplazamiento facilita la deteccién de
dicho vértice, pero dificulta la deteccién de otros dos vortices, pues ambos quedan colocados
en un region oscura. El vortice restante también se ubica en una posiciéon ventajosa para su
observacion. La inclinacién de las franjas se debe a los dngulos horizontales y verticales relativos
entre los haces interferidos. En la realidad, los vértices de un haz helicoidal rotan conforme el
haz se propaga, y por ello la figura se veria ligeramente diferente.

La orientacion de los tenedores depende de dos caracteristicas: la carga topologica del vorti-
ce, vy el sentido en el que se recorre la fase dependiente de la posicion. Por ejemplo, si la diferencia
de fase depende de la posicién horizontal la fase se puede recorrer de izquierda a derecha 0 — 27
o de derecha a izquierda 0 <— 27. En la figura 3.12 se muestra la orientacién de los tenedores
con respecto a estas dos caracteristicas. Las flechas en la lineas horizontales, indican como se
recorre la fase. Las flechas en los circulos indican el sentido de la carga topologica.

La formaciéon de tenedores bajo el argumento anterior se puede mostrar de forma analitica
con dos haces Bessel de orden 1. Cada haz incide con sobre una pantalla, y se forma un angulo
entre la direccién de propagacion del haz, y la pantalla. Un haz Bessel esta descrito por una
funcion escalar:

U = AJy(kyr)ee == (3.35)

la constante A determina la intensidad del haz, J; es la funcién de Bessel ordinaria de orden 1,
k. es el vector de propagacion transversal, r es la coordenada radial en el sistema cilindrico de
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Figura 3.12: Se muestra la depen- Figura 3.13: Interferencia de un haz Mathieu de
dencia en la orientacién de los tene- orden 2 consigo mismo. Se muestra la formacién
dores respecto al sentido en el que se  de tenedores en la ubicacién de los vértices. Para
recorre la fase (linea horizontal), y a  formar un tenedor se coloca un vértice en una zona
su carga topoldgica (circulo) . brillante del otro haz.

coordenadas. En este caso el sistema se ha escogido tal que el vector z° coincida con la normal
de la pantalla, y que la pantalla sea un plano descrito por z = 0; € es el dngulo polar, y k. es
el vector de propagacion en la direccién Z. Como los haces no inciden de forma normal sobre
la pantalla, entonces para describir la forma de los haces se realiza una rotacién. Si el angulo
de inclinacién entre haz y pantalla es «, entonces las coordenadas del haz se reescriben por:

TCoSt + zsenc,

x =
y =y, (3.36)
7 = —xsena + zcosa.

Los centros de los haces se encuentran desplazados en la pantalla. Se considera que el centro de
un haz coincide con el origen del sistema de coordenadas, y el otro haz se encuentra desplazado
por una distancia a en la direccién 7. Para tomar en cuenta el desplazamiento se realiza el
cambio x — (z — a) en el haz desplazado del origen. Si se considera que uno de los haces incide
con un angulo «, y el otro con un angulo 3, entonces la intensidad del campo en la pantalla se
encuentra dada por la suma de la intensidad de cada campo mé&s un término de interferencia
modulado por:

Yy
(x — a)cosa

cos|k,(z — a)sena + arctan + k.xsenf — arctan ], (3.37)

rcosf

el patrén de interferencia se encuentra superpuesto sobre la intensidad de la suma de los haces.
Para ver las regiones sobre las cuales el término de interferencia tiene la misma intensidad, se
estudian las regiones en las cuales el término de interferencia es constante. Por ejemplo la regién
de interferencia destructiva estd dada por las regiones en las que el argumento de 3.37 vale 7.
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La regiéon de interferencia destructiva alrededor del vortice éptico del origen toma la forma:
y = xcos(a)tan[k,zsen(a) + k,wsen(s) + m F 7/2], (3.38)

por otro lado cerca de la singularidad que se encuentra desplazada la regién de interferencia
destructiva toma la forma:

y = —(z — a)cos(p)tan|k,zsen(«) + k,zsen(fB) + 7 F 7/2], (3.39)

las expresiones 3.38-3.39 se parecen a la expresion de interferencia de singulariad y onda plana
encontrada en [13]. En la figura 3.14 se muestra una grafica del término de interferencia 3.37,
la escala de colores refleja el valor que toma dicha expresion en cada punto. Las regiones azules
son regiones de interferencia destructiva, y las regiones en amarillo son regiones de interferencia
constructiva.

2 1
:Ell- io
0- -1

0 1 2 3
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Figura 3.14: Grafica del término de interferencia de dos haces Bessel de orden 1. El término de
interferencia adquiere la forma de franjas, y las franjas se rompen en las posiciones de los vértices.
Los parametros usados son A = 420 nm, k., = 2rA~!, o = 0,5Rad, 8 = 0,3Rad, y a = 1um.

El fenémeno de interferencia con diferencias en fase dependientes de la posicion fue imple-
mentado con un interferometro de Michelson, en el cual los espejos no son perpendiculares,
y por ello se forma un patrén de franjas inclinadas. El grosor y la orientacion de las franjas
cambia al mover la alineacién del interferémetro [50]. En el interferémetro un haz es divido en
dos partes. Al utilizar un interferémetro de Michelson la diferencia en fase entre los dos haces
al llegar a la pantalla de observacién tiene diferentes contribuciones: la diferencia de tamano
entre los brazos del interferémetro, la inclinacion de los espejos, y ademas existe una diferencia
de fase de m debida a que uno de los haces experimenta una reflexién interna en el divisor de
haz, y el otro haz una reflexién externa [51]. El cambio de fase de 7 intercambia la posicién
de las franjas oscuras por las iluminadas. En la figura 3.15 se observa a la izquierda el patrén
de interferencia debido a un haz sin estructura, y en la parte derecha el de un haz de Mathieu
helicoidal de orden 7 con 7 vértices. Los tenedores en los dos haces se encuentran invertidos,
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es decir un tenedor abre hacia abajo, y el otro hacia arriba. Esto se debe a que los haces no
inciden de forma normal sobre la pantalla de observacion, y un haz tiene un diferencia de fase
dependiente de la posicién que se recorre de 0 — 27, y el otro de 0 + 27. Como la carga
topoldgica de los haces gira en el mismo sentido, entonces se producen tenedores invertidos,
recuérdese la figura 3.12. La orientacién de los tenedores se puede invertir al intercambiar la
posicion de los dos haces en la pantalla, pues esto equivale a intercambiar los angulos que se
forman entre un haz y la pantalla de observacion, lo cual a su vez invierte el sentido en el que
se recorre la fase en la pantalla de observacion.

//f////i

7,
///
/./ // ///i// / //’///7///

Figura 3.15: Se muestra la estructura de franjas en un interferémetro de Michelson cuando la luz no
se estructura (izquierda), y cuando la luz se estructura (derecha)
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Capitulo 4

Herencia de Estructura

En este capitulo se describe un experimento de mezclado de cuatro ondas (FWM) en un
gas de rubidio caliente. E1 FWM aqui empleado se basa en una estructura de diamante en los
niveles atémicos del Rb. El diamante se forma con las transiciones 551/ — 5P3/5 — 5D5/9 —
6P3/2 — 5S1/2. En el experimento se introducen dos haces de bombeo, uno de 780 nm para la
transicion en la linea D2 551/ — 5P52, y el otro de 776 nm para la transicion 5P/, — 5D55; el
medio atémico responde mediante la emisién de luz con dos longitudes distintas 5,23 pm y 420
nm [52]. La luz de 5,23 ym no es detectada, pero la luz azul de 420 nm es detectada mediante
un camara CMOS. La luz de bombeo 776 nm es dotada con la estructura de un haz de Mathieu.
La luz azul presenta la estructura del haz de Mathieu bombeado. La herencia de estructura no
se limita a la estructura de intensidades del haz, también se transmite la fase. Para corroborar
este punto, se bombearon haces Mathieu helicoidales que presentan vértices. La presencia de
vortices en la luz azul fue comprobada mediante un interferémetro de Michelson. La herencia de
voértices de la luz de bombeo a la luz de decaimiento es una forma de transferencia de momento
angular orbital (OAM) [18] [53]. El capitulo comienza con una breve descripcién del atomo de
rubidio, del mezclado de cuatro ondas y del momento angular orbital.

4.1. Atomo de rubidio

El rubidio es un metal alcalino con ntimero atémico 37. Son conocidos 24 isétopos, pero solo
dos se presentan en la naturaleza 3 Rby 8" Rb. Al ser un atomo alcalino su descripcién tedrica es
maés sencilla pues se puede considerar como un atomo hidrogenoide, ya que se puede despreciar
la interaccién de los electrones de las capas internas con luz, ya que son capas cerradas. Los
niveles de energia atémicos se clasifican a través de cuatro niimeros cudnticos: niimero cuantico
principal n, momento angular L, espin S, y momento angular nuclear /. El momento angular
nuclear I es distinto para los dos isétopos del rubidio, lo que da pie a distintos niveles de energia
entre los is6topos. Asi mismo se definen el momento angular total J = L 4+ S, y el momento
angular total del a&tomo F' = J 4 [. Para referirse a un nivel de energia se utiliza la notacién

de Russel-Saunders:
n* Ly, (4.1)

como el rubidio es un 4tomo alcalino el momento angular L es el momento angular del electrén
de valencia, asi mismo el espin siempre vale S = 1/2 pues es el espin de un unico electrén.
Por tal razon, de aqui en adelante se omite el término 25 + 1 en la notaciéon de los niveles. A
todos los niveles de energia que tienen la misma notacién de Russel-Sanders se le agrupa en un
estructura de niveles conocida como estructura fina. Si se anade el momento angular nuclear
I entonces se suele denotar a los niveles de energia como nL;F = f. donde la f mintuscula se
sustituye por el valor de I, por ejemplo 5S;/2f" = 2. Al considerar el momento nuclear I los
niveles finos se desdoblan en varios niveles, estos niveles se conocen como niveles hiperfinos.
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Figura 4.1: Se muestran los cuatro niveles de rubidio usados en este trabajo. Dada la forma de los
niveles, esta configuracién recibe el nombre de diamante. Todas las transiciones son dipolares. Para
realizar las transiciones marcadas con lineas rectas se utilizan laseres sintonizados a dichas transiciones.
Las lineas onduladas reflejan transiciones de decaimiento.

6|:)3/2

4.2. Mezclado de cuatro ondas

El mezclado de cuatro ondas (FWM) es un fenémeno de 6ptica no lineal de tercer orden en
la susceptibilidad eléctrica y en el que se involucran cuatro ondas de luz. La respuesta del medio
que presenta FWM es una polarizacién eléctrica P no lineal con respecto al campo eléctrico E
[5]:

P =e[X'E+ \*E* + *E® + -], (4.2)
los superindices en x™ indican el orden de la susceptibilidad, y no debe ser confundidos con
exponentes. En general x™ es un tensor de orden n + 1. Los efectos no lineales a segundo
orden x? se presentan en materiales no centro-simétricos, es decir materiales que no tienen un
centro de inversién, sin embargo los materiales en donde se presenta x* pueden ser o no ser
centro-simetricos, y por ello el FWM se puede observar en gases y liquidos.

El FWM se ha utilizado exitosamente para conjugar la fase de la luz [54], generar luz
comprimida [55], producir haces gemelos entrelazados [17], parejas de fotones entrelazados
[56], entre otros. En la direccién de este trabajo el FWM también ha sido utilizado en gases
atémicos calientes para la transferencia de OAM [18],[19]. En ambas referencias se utiliza luz
estructurada con un vértice. La luz con el vortice forma parte de un FWM, que se realiza con
un gas de rubidio en una celda de espectroscopia. El proceso de FWM produce luz a través de
dos decaimientos. En uno de los decaimientos también se observa el vortice.

E1 FWM es un proceso paramétrico, es decir el estado del sistema es el mismo antes y después
de ocurrir el proceso. El medio en el que se efectud el proceso paramétrico no retiene energia,
momento lineal o momento angular de la luz de entrada una vez que ya se ha producido la luz
de salida [5]. Las leyes de conservacién de energia y momento, entonces se enuncian tinicamente
en términos de la luz de entrada y de la luz de salida. En este caso la conservacion de energia
se expresa a través de la frecuencias de los campos como:

Wi + we = w3 + wy. (4.3)

En la figura 4.1 se muestran los niveles finos utilizados en este trabajo. Las lineas rectas
denotan la luz de entrada con frecuencias wy, wy, v las lineas onduladas la luz de salida w3, wy.
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El orden de los subindices se recorre contra las manecillas del reloj en la figura 4.1. El momento
lineal también se conserva: L
k'l + kg = k3 + k'4, (44)

la conservacion de momento se ha expresado en términos de los vectores de propagacién k de
los campos involucrados. El caracter vectorial de esta ley determina la orientacién de los haces
de salida con respecto a la de los haces de entrada.

4.3. Momento angular orbital

La teoria electromagnética predice que los campos electromagnéticos tienen un momento
lineal asociado [57], y en consecuencia también se les asocia un momento angular. La densidad
de momento lineal esta dada por:

1

con c¢ la velocidad de la luz, F el campo eléctrico, y H el campo magnético. La densidad de
momento angular es entonces:
M=rxyg, (4.6)

con r el vector de posicion.

En el trabajo pionero de Allen, Beijersbergen, Spreeuw, y Woerdman [9] muestran que los
haces Laguerre-Gauss tienen un momento angular independiente de la polarizacion del haz, y
que tiene un valor bien definido por fotéon. En dicho articulo se hace un analogo al momento
angular atomico, y proceden a identificar el momento angular dependiente de la polarizacién
como un momento de espin, y al dependiente de la estructura como un momento angular orbital.
Para probar sus conclusiones, calculan la densidad de momento angular M 4.6 en los haces
Laguerre-Gauss, y observan que es distinta de cero incluso cuando no se tiene polarizacién
circular. En [14] Soskin et al, muestran que los haces con voértices poseen momento angular
orbital.

El OAM también se puede analizar desde una perspectiva cuantica. Una forma de hacerlo
es asociar soluciones de la ecuacién paraxial a soluciones de la ecuaciéon de Schrodinger [58].
Los haces Laguerre-Gauss u tienen una dependencia angular de la forma ¢, con ¢ el angulo
polar en un plano transversal al eje de propagacion del haz. Al aplicar la proyeccion en L, del
operador de momento angular L:

L, = —ih%, (4.7)
se obtiene L,u = hm, por ello los haces Laguerre-Gauss tienen OAM.

Los haces Mathieu helicoidales tienen vortices, y por ello OAM. Para una ¢ lo suficientemente
pequena su OAM por fotén se corresponde con 0L, = mh donde m es el orden del haz de
Mathieu [59]. As{ mismo, generar haces de Mathieu helicoidales con una ¢ < m?/2—1 garantiza
que solo se presenten m vértices en el eje principal del haz [30]. Dado que es mas facil analizar
un haz con una menor cantidad de vortices, pues los patrones de interferencia de estos haces
son mas sencillos con menos vortices, se ha escogido trabajar en el régimen de m, ¢ cumplan la
desigualdad ¢ < m?/2 — 1. En este trabajo se muestra la herencia en haces de érdenes de 3 a 5.

4.4. Arreglo experimental

En la figura 4.2 se muestra el arreglo experimental para el mezclado de cuatro ondas en
una celda de espectroscopia de rubidio. En este arreglo se estructura la luz de 776 nm, y se
superpone con la de 780 nm. La luz azul del FWM es analizada con un interferémetro de
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Michelson. Esta seccién se divide en dos subsecciones. La primer subseccién habla sobre la
sintonizacién y anclado en frecuencia de los laseres para excitar las transiciones de ascenso en
el FWM. La otra subseccion habla del arreglo en el cual se produce el FWM. En este arreglo
se juntan los dos haces para excitar el rubidio. Y se analiza la luz azul.

CMOS

Filtro Espejo

Filtro 420 nm

%
Lente Lente

Figura 4.2: Arreglo 6ptico para el FWM. Las espectroscopias de los laseres no son mostradas, pero
se explican en el texto. En el arreglo se estructura la luz de 776 nm como un haz de Mathieu. La
luz estructurada de 776 nm se junta con la luz de 780 nm en un filtro que permite el paso de la
luz de 776 nm y refleja la luz de 780 nm. Los dos haces entran a la celda de espectroscopia con
polarizacion circular para hacer mas eficiente el proceso. La luz azul generada por el FWM pasa por
un interferémetro de Michelson para su analisis.

4.4.1. Espectroscopia de los haces de bombeo

Para producir el mezclado de cuatro ondas ilustrado en la figura 4.1 se requieren dos laseres
de bombeo de longitudes de onda de 780 nm, y 776 nm. Los laseres utilizados en este tra-
bajo son laseres de diodo con cavidad extendida en configuracién cateye [60]. Ambos laseres
requieren estar sintonizados y anclados con referencia atomica. Para este fin se utilizaron dos
técnicas distintas: la espectroscopia de absorcion saturada, y la espectroscopia de polarizacion.
A continuacion se describen de forma somera los mecanismos de funcionamiento de ambas
espectroscopias. La sintonizacién y anclado del laser de 780 nm, y la sintonizacion del laser
de 776 nm pueden consultarse en la tesis [61]. Para entender cualquiera de los dos tipos de
espectroscopia usados se requiere describir la absorcion de luz cuando cruza a través de un
medio.
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Cuando luz monocromatica atraviesa un gas, su intensidad decae al salir del gas pues parte
de la luz es absorbida por el medio. La absorcién esté descrita por la ley de Beer-Lambert:

I = Ipe @@k, (4.8)

donde I es la intensidad de la luz de salida, I es la intensidad de luz antes de entrar al medio,
a(w) es un coeficiente que depende de la frecuencia de la luz w, L es la longitud del medio.
Si el gas es un gas atomico se espera absorcién en las frecuencias de excitacién de los dtomos
del gas, pues la luz excitard transiciones en algunos atomos tras su paso. Si los dtomos del gas
estuvieran estaticos, el aumento de absorcién solo se daria aproximadamente en las frecuencias
de absorcion. Sin embargo, los dtomos se encuentran en movimiento, y por el efecto Doppler los
atomos en movimiento perciben una frecuencia distinta a la frecuencia en el marco de referencia
del laboratorio. En consecuencia los atomos se excitan alrededor de un rango de frecuencias,
pues perciben frecuencias distintas a la frecuencia de excitacion como la frecuencia de exitacién.
El centro del rango es la frecuencia de excitacién. El rango esta determinado por las velocidades
de los atomos, las cuales a su vez obedecen la distribuciéon de Maxwell-Boltzmann. El rango
de frecuencias en las cuales se produce un aumento en absorcién debido al movimiento de los
atomos se conoce como ensanchamiento Doppler. El ensanchamiento puede ser tal que abarque
dos o mas frecuencias de transicién distintas, en tal caso el aumento en absorciéon no permite
distinguir a las transiciones que produjeron el aumento. Para poder distinguir a las transiciones
se han desarrollado técnicas de espectroscopia como la espectroscopia de absorcion saturada
[2], v la espectroscopia de polarizacion [3].

1.0' 87Rb(F=2_,F.')
0.8 C=1/3 C=2/3
t ¢
ge]
g 0.61
g
Y 0.4
=
0.2 1
PB PBS
) t
Haz Haz Detector 0.0
—600 —400 —200 O 200 400 600
Prueba Bombeo Frecuencia[MHz]

Figura 4.3: Se ilustra el funcionamiento de
la espectroscopia de absorcién saturada. A un
gas se le hacen incidir dos haces contrapro-
pagantes de la misma longitud de onda. Un
haz conocido como bombeo satura el medio.
El otro haz conocido como haz de prueba atra-
viesa el medio, pero este haz excita a menos
atomos pues algunos de los atomos ya han sido
excitados por el haz de bombeo. Para producir
espectros se varia la frecuencia de los haces, y
se registra la potencia del haz de prueba en el
detector.

Figura 4.4: Espectro obtenido con espectroscopia
de absorcion saturada. La frecuencia de los haces
se vario alrededor de la frecuencia de excitacion
581/9F = 2 — 5P F = 3. El espectro se ve co-
mo picos ubicados en un pozo. El pozo tiene forma
Gaussiana, y se conoce como ensanchamiento Dop-
pler. Uno de los picos corresponde con una frecuen-
cia de transicion. Los otros dos picos son entrecru-
ces. Los simbolos ¢ = n/m denotan que los picos
son crossovers de la transicion F = n — F/ = m.
En el pozo también aparecen los picos de las tran-
siciones a F' = {1,2}, pero los picos son muy pe-
quenos, y no se aprecian en la figura.

La espectroscopia de absorcién saturada emplea dos haces: bombeo y prueba. Los haces se

hacen incidir de forma contrapropagante en un gas atémico, véase la figura 4.3. La funcién del
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haz de bombeo es saturar el medio, y permitir que el haz de prueba atraviese el medio con una
absorcién reducida [2]. La frecuencia de los haces de bombeo y prueba es la misma. Al realizar
una grafica de potencia del haz de prueba una vez que ha salido del gas atémico contra su
frecuencia, se observa que la grafica adquiere una forma de pico alrededor de las frecuencias de
transicion, véase la figura 4.4. Los picos aparecen pues el haz de bombeo, y el de prueba excitan
a dos grupos distintos de atomos. Si el haz de bombeo excita atomos con velocidad v con v en la
direccion del haz de prueba, el haz de prueba excita atomos con velocidad —v. Los atomos con
velocidad cero en la direcciéon del haz de prueba, entonces son excitados por los dos haces. En
este caso se genera un pico, pues el haz de bombeo ya excité a los dtomos con velocidad cero,
y por ello cuando pasa el haz de prueba los atomos ya no se exicitan pues ya estan excitados.
Cuando dos transiciones atomicas difieren en frecuencia menos que el ensanchamiento Doppler
aparecen picos adicionales en el espectro, dichos picos son conocidos como entrecruces, y se
encuentran en la mitad de dos transiciones.
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Figura 4.5: Se ilustra el funcionamiento de la  Figura 4.6: Espectro obtenido con espectroscopia
espectroscopia de polarizacién. El haz de bom-  de polarizacién. El espectro ahora produce una
beo esta circularmente polarizado e induce un  senal de error. En esta senal las pendientes se co-
medio birrefringente. El haz de prueba esta li- rresponden con las frecuencias de transicién. En
nealmente polarizado. Dado que ahora el gas la figura se muestra la pendiente de la transicién
es birrefringente las componentes horizontales  5P3/0F =3 — 5D5 5 F = 4.

y verticales del haz de prueba se absorben de

forma distinta. La absorcién de cada compo-

nente es registrada por dos detectores.

La espectroscopia de polarizacion es similar a la de absorcién saturada, véase la figura 4.5.
En ambas espectroscopias se hacen incidir haces contrapropagantes a una muestra atomica.
En espectroscopia de polarizacion, el haz de bombeo estd polarizado circularmente. Por las
reglas de seleccién dipolar, luz con polarizacién o* lleva a los 4tomos al subnivel con mayor
proyeccion Mg, y luz o~ los lleva al subnivel con menor proyeccion Mp. Dado que el haz de
bombeo induce un subnivel preferencial Mp en el medio, luz con polarizaciones ot 6 o~ se
absorbe de forma distinta. En otras palabras se ha inducido un medio birrefringente. El haz de
prueba tiene polarizacion lineal, sin embargo la polarizacién lineal se puede descomponer como
la suma de polarizaciones circulares o™ y o~. Las polarizaciones vertical u horizontal (V' y H)
se pueden escribir como:

V= (ot —07), (4.9)

(" +07). (4.10)



Por ello, las componentes de polarizacion vertical y horizontal del haz de prueba se absorben
de forma distinta. En espectroscopia de polarizacién dichas componentes se separan después de
haber pasado el medio, y la potencia de cada componente es registrada. Como es de esperarse
la suma de las potencias, produce una senal de espectroscopia de absorcion saturada. La resta
de las potencias produce una senal adecuada para anclar un laser a una frecuencia de transicién
atémica [3] (véase la figura 4.6). Esta senal es llamada senal de error o de dispersion.

El laser de 780 nm se ancla mediante espectroscopia de absorcion saturada, y el laser de 776
nm se ancla con espectroscopia de polarizacién pero en este caso el haz de bombeo es el laser
de 780 nm, y el de prueba el laser de 776 nm. A esta técnica se le conoce como espectroscopia
de dos fotones. Con esta técnica es posible producir espectros para la transicion 5P3/; — 5Ds5 2,
con los cuales se puede anclar el laser de 776 nm a referencia atémica. La luz de 780 nm pasa por
un proceso de amplificacién de potencia y modulacién de frecuencia mediante un laser esclavo,
dicho trabajo se encuentra en la tesis [62].

La conservacién de momento en el FWM bajo los niveles 4.1 produce luz azul (420 nm)
colimada. La potencia de la luz azul depende de la poblacién de dtomos en el nivel 5D5/5. Para
poblar ese nivel se pueden utilizar dos procesos: transicién paso a paso, 6 una transicion de
dos fotones. En el primer proceso, los laseres de bombeo se sintonizan para hacer posible la
transicién 5512 — 5P5/5 — 5Ds/9, es decir el ldser de 780 nm se sintoniza para ser resonante
con una transicién 5Si,F — 5PsF', y el laser de 776 nm se sintoniza a una transicién
5Ps)F" — 5D5,5F". En la transicién de dos fotones, se busca que las frecuencias del ldser 780
nm w; y la frecuencia del laser de 776 nm w, sean tales que wy + w9 corresponda a la frecuencia
de una transicién 551/, — 5Ds5/5. En [52] se realiza un estudio de forma experimental sobre la
generacion de luz azul colimada. En él se encuentra que la mayor potencia en la luz azul se
obtiene cuando el laser de 780 nm se sintoniza exactamente a resonancia atémica, pero el laser
de 776 nm se encuentra ligeramente desintonizado al rojo por unos 30 MHz. En este trabajo
se decidié utilizar una transicién paso a paso a pesar de no ser el proceso més eficiente, ya que
experimentalmente resulta més sencillo anclar a resonancia atémica. En concreto, el laser de
780 nm se sintoniza a la transicion 552 F = 2 — 5P;,,F = 3 del rubidio 87. El ldser de 776
nm se sintoniza a una transicion 5P;,,F' = 3 — 5D5,,F" = 4. Esta transicion se elige pues es
una transicion ciclica, es decir los atomos del estado 5Ds /2 F' = 4 s6lo pueden decaer al estado
5P, F = 3. Si se hubiese escogido una F” distinta a 4 en 5D5,,F = 4, entonces los dtomos
podrian caer a estados diferentes al 5P/, F' = 3, y por lo tanto ya no se volverian a excitar con
el haz sintonizado a 5Ps/F' = 3 — 5D5 o F".

4.4.2. Generacion de luz paramétrica

Las espectroscopias de los haces de bombeo (780 nm, 776 nm) en el FWM de la figura 4.1
se realizan en una mesa distinta a la mesa en la cual se realiza el FWM, figura 4.2. La luz
sintonizada de los haces de bombeo se lleva a la mesa del experimento con fibra éptica. La luz
de los haces de bombeo llega a la mesa del experimento linealmente polarizada.

La polarizacién del haz de 776 nm se ajusta a ser polarizaciéon horizontal mediante una
placa A/2, pues el SLM funciona con luz horizontalmente polarizada. La luz es ampliada con un
telescopio justo antes de incidir sobre el SLM para cubrir la mayor area posible de la superficie
del SLM. Y asi cuando llegue a la celda de espectroscopia se aumenta el area de interacciéon de
la luz con los dtomos. El tamafio de los haces se puede apreciar en la figura 2.6. Para producir
haces estructurados, la luz de 776 nm pasa por el proceso de filtrado descrito en el capitulo 2.
La luz de 780 nm es amplificada mediante un telescopio para igualar el tamano del haz de 776
nm. Los haces de 780 nm y 776 nm son superpuestos con un filtro de interferencia. El filtro
(Semrock LLO01-780-25) deja pasar luz de 780 + 1,5 nm bajo incidencia normal, pero al rotarse
cambia la frecuencia de transmision. En el arreglo 4.2 el filtro se ha girado 28° para transmitir
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de luz a 776 nm, y reflejar la luz de 780 nm. En el camino de los dos haces superpuestos se
coloca una placa A/2, y un cubo divisor de haz polarizante. La placa A/2 controla la potencia
de luz reflejada por el cubo. La luz reflejada es monitoreada por una camara CMOS. Para ver
la luz estructurada en la camara se obstruye el haz de 780 nm. La polarizaciéon de ambos haces
es convertida a polarizacién circular de la misma orientacién mediante una placa A/4, esta
eleccion de la polarizacién de los haces de bombeo incrementa la potencia de la luz azul. Esto
ocurre ya que es mds eficiente la transicién 551/, — 5Ds/9, cuando los dtomos se encuentran
distribuidos en menos subniveles Zeeman [52]. Para concentrar los dtomos en menos niveles
se utiliza polarizacion circular, pues esta lleva a los atomos a un nivel con la mayor é6 menor
proyeccion mp dependiendo de la orientacion de la polarizacion. Ambos laseres de bombeo
tienen que tener la misma orientacion, para asi concentrar los atomos en menos niveles. Se
eligen polarizaciones circulares inversas, entonces la transicion con el laser de 780 nm conduce
a los atomos al estado 5P5,F' = 3|mp|maz, pero los decaimientos de la segunda excitacién
tenderian a caer en otra proyecciéon mpg, y por lo tanto los atomos se empezarian a distribuir
en varios subniveles Zeeman.

Los haces de bombeo entran a la celda de forma co-propagante, y cada uno tiene una potencia
de alrededor de 10 mW. Dado que los dos haces de bombeo tienen una longitud de onda similar
(780 nm y 776 nm) entonces estos haces deben de ser o estar cercanos a ser colineales, y con la
misma direccién de propagacién. En una configuracién, contra-propagante la conservacién de
momento lineal no es satisfecha, pues el lado izquierdo de la ecuacion 4.4 seria casi cero, pero
dado que las otras dos longitudes de ondas son un orden de magnitud distintas entonces su
suma no podria dar cero, y por tanto no se generaria luz azul colimada. El argumento anterior
queda expresado en la desigualdad:

1 1 1 1

Lo b 411
776 780 S 420 52007 (4.11)

el lado izquierdo de la desigualdad equivale a 6.6 x 107, y el lado derecho a 2.1 x 1073.

La celda se encuentra dentro de un horno. El objetivo del horno es incrementar la densidad
atomica dentro de la celda. El incremento de temperatura en la celda incrementa la densidad
atémica, pues en las paredes de la celda se depositan atomos de rubidio que son liberados con la
aplicacion de calor. Por la ley de los gases ideales se esperaria que la densidad disminuyera pues
aumentar la temperatura aumenta el volumen sin embargo, el gas se encuentra contenido en
la celda, y por ello el volumen se mantiene constante. La caracterizacion de densidad atomica
contra temperatura fue realizada en la tesis [63]. En el experimento la luz azul comienza a ser
visible a partir de 80° lo que corresponde a una densidad de alrededor de 10*cm™ dtomos.

La luz al salir de la celda de espectroscopia tiene tres componentes de frecuencia 420 nm,
776 nm, 780 nm, dado que nos interesa estudiar las frecuencias de decaimiento la luz pasa por
un filtro de 420 nm (Thorlabs FB420-10). El decaimiento de 5,23 um no alcanza a salir de la
celda, pues la celda de espectroscopia absorbe luz de esa longitud de onda. Para analizar la
herencia de fase, la luz azul pasa por un interferémetro de Michelson con espejos ligeramente
desalineados (ver capitulo 3). Si se quiere ver la herencia de intensidad se bloquea uno de los
brazos del interferémetro.

4.5. Transferencia en intensidad

La herencia de estructura de intensidad en iméagenes en FWM en gases atomicos ha sido
demostrada de forma experimental en [18],[17],[16]. Una explicacién tedrica del fenémeno se
puede encontrar en [53], en este articulo se describe la propagacién de un haz en el caso paraxial
dentro de un medio atémico con una polarizacion eléctrica debida al FWM. En dicho articulo
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se utiliza el mismo esquema de niveles que el aqui usado, pero la explicacion se remite a haces
de bombeo con una estructura Laguerre-Gauss.

Orden Par Impar Helical - Helical~

01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

Figura 4.7: Estructura espacial de intensidades de haces de Mathieu en el haz de bombeo de 776
nm. En la figura se muestran haces de Mathieu pares, impares, helicoidales y la ultima columna son
los conjugados de los haces helicoidales. Las fotografias de los haces fueron tomadas por la cdmara
CMOS que se encuentra antes de la celda en el arreglo 4.2

Orden Par Helical ™ Helical~
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Figura 4.8: Herencia de estructura de haces de Mathieu. La figura se constituye de las fotografias del
haz azul colimado de 420 nm, cuando el haz de 776 nm ha sido dotado de la estructura de la figura
superior. Como se puede ver la estructura espacial se ha heredado del haz de bombeo hacia el haz de
decaimiento.

En la figura 4.7 se muestra la estructura del haz de bombeo de 776 nm, y en la figura 4.8 se
muestra la herencia de estructura en el haz azul. En nuestro caso, el haz de bombeo de 780 nm
es un haz Gaussiano. La herencia de estructura en nuestro caso se puede entender como que el
haz de 780 nm excita a los &tomos que se encuentren dentro de la seccion transversal del haz. El
haz de 776 nm sélo excita en las regiones en las que su intensidad es distinta de cero, y por ello
unicamente los atomos que se encuentran en dichas regiones emiten luz azul, en consecuencia
la estructura del haz de 776 nm es reproducida por la luz azul. Cuando los haces de bombeo no
se encuentran totalmente superpuestos, en el haz azul se reproduce la region del 776 nm que se
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sobrepone con el haz de 780 nm. Para detallar el mecanismo de herencia de haces de bombeo
hacia los haces de decaimiento atuin es preciso desarrollar un modelo teérico de este fenémeno.
Este modelo debe tomar en cuenta estructuras arbitrarias en los haces de bombeo. El modelo
se espera que describa la estructura en intensidad y fase en los haces de decaimiento.

En las figuras 4.7,4.8 se muestran haces tipo Helical™, y haces tipo Helical™. Los haces
Helical™ son los haces helicoidales que se han descrito a lo largo de la tesis, mientras que los haces
Helical™ son el complejo conjugado de los haces helical estandar. Al conjugar la fase se invierte
el sentido de rotacién de los vortices, y por ello se invierte la carga topoldgica. En la figura 4.7
se puede ver que el eje de los vértices en los haces Helical™ ha girado ligeramente en sentido
horario, y en los haces Helical™ el giro es antihorario. Como ya se mencioné anteriormente la
rotacién se predijo en [49].

4.6. Transferencia en fase

La herencia de estructura no se limita a la intensidad, también se transfiere la estructura
de fase al haz de decaimiento. Para verificar este fenémeno se hizo uso del interferémetro de
Michelson en el arreglo 4.2. En la figura 4.9 se muestra el haz azul interfiriendo consigo mismo
cuando el haz de bombeo se estructura como un haz helicoidal de orden 4 con 4 singularidades.
En la figura 4.9 se observan tenedores, y por ello las singularidades de fase se deben de haber
heredado en el haz de 420 nm. La orientacién de los tenedores entre los haces se encuentra
invertida, es decir si en un haz se forman tenedores que se abren hacia arriba, en el otro haz
se forman tenderos que abren hacia abajo, véase el final de la seccién 3.2. El haz de bombeo
de 776 nm tiene 4 vortices, por lo que se espera que el haz de decaimiento también presente 4
vértices. Como el haz azul de decaimiento se divide en dos partes se esperan 8 tenedores en el
patron de interferencia, 4 por cada haz. En la figura solo es posible ver 6 tenedores, sin embargo
al cambiar la alineacion de los haces es posible hacer aparecer a los 2 tenedores restantes, pero
al hacer esto otros tenedores desaparecen. Para asegurar que los tenedores provienen de una
singularidad, se obstruye uno de los haces azules, y se procede a identificar los posibles vortices
en el haz restante. Una vez identificados se desbloquea el haz obstruido, y se observa si los
tenedores se forman en las zonas en las que se sospecha existen vortices.

En la figura 4.10 se desfasan las componentes par e impar de un haz helicoidal de un haz
Mathieu de orden 5. Es decir se introduce un desfase:

A (q)Cem (€, q)cem(n,q) + € Bun(q)Sem(E, q)sem(n, @), (4.12)

el angulo @ se encuentra indicado en la parte superior izquierda de cada subfigura de la figura
4.10. Para el angulo # = 0 no se observan tenedores pues eso equivale a sumar la parte par e
impar del haz helicoidal, pero los haces pares o impares no tienen fases complejas, y por ello
no se puede generar un voértice. Asi mismo en # = m no hay tenedores pues solo se restan la
parte par e impar. En este caso la estructura de franjas no se observa de forma tan clara como
en # = 0, pero si se verificO que no se presentaran tenedores. Entre la fila superior e inferior
de la figura 4.10 hay una inversiéon de la carga topoldgica de los haces, esto se explica ya que
cualquier haz con # > 7 es el conjugado de un haz con una # < mw. En especifico el angulo
6 = /2 se corresponde con los haces helicoidales estandar, y § = 37/2 con los haces Helical -
mostrados en la figura 4.7.
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Figura 4.9: Interferencia en el haz de decaimiento azul cuando ha sido separado en dos haces. Como
bombeo en el haz de 776 nm se utilizé6 un haz helical de orden 4 con 4 singularidades. En el patrén
de interferencia se forman tenedores, lo cual significa que el haz de decamiento posee singularidades .
Los tenedores visibles se encierran en circulos.

D — .
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Figura 4.10: Patrones de interferencia en el haz azul de 420 nm, cuando se bombea un haz helicoidal
de orden 5 con sus componentes pares e impares desfasadas por un factor €. El dngulo 6 en esta
figura se recorre en sentido antihorario. En la figura solo se muestra el efecto del desfase sobre una
sola singularidad en el haz, pero el efecto del desfase afecta a todas las singularidades del haz.
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Capitulo 5

Conclusiones y perspectivas

Para realizar simulaciones numéricas de la propagacién de los haces se generalizé una aproxi-
macion de la transformada de Fourier de una versiéon de una dimension a una de dos dimensiones.
Esta aproximacion permite transformar regiones rectangulares del espacio de configuraciones
a regiones rectangulares en el espacio de Fourier. Al aproximar la transformada de Fourier de
dos dimensiones a través de la DFT de dos dimensiones, se tiene el inconveniente de que al
transformar regiones que estén representadas por matrices no cuadradas se obtiene una trans-
formada en donde el espacio de Fourier esta distorsionado, la aproximacion usada en esta tesis
resuelve dicho inconveniente. Con esta aproximacién se obtuvieron acuerdos cualitativos entre
los haces generados, y los simulados.

Se realizo FWM en configuraciéon diamante, con un haz de bombeo Gaussiano, y un haz de
Mathieu. El proceso no lineal genera haces paramétricos: uno en el infrarrojo medio y el otro
azul. Se logré heredar la estructura del haz de Mathieu hacia el haz de decaimiento azul. Si los
haces de bombeo se encuentran totalmente superpuestos entonces se hereda toda la estructura
del haz de Mathieu, sin embargo se puede selecionar una regién del haz de Mathieu a heredar
al controlar las regiones entre las que los haces de bombeo se superponen. La herencia no es
perfecta pues existe divergencia en el haz azul (ver figuras 4.7-4.8). Al ver solamente el haz
azul es posible determinar el tipo de haz de Mathieu bombeado, es decir si es par, impar ¢
helicoidal. En el caso de los haces pares o impares también se puede distinguir el orden del haz.

La fase del haz de Mathieu también se hereda, pues los vortices del haz de Mathieu se pre-
sentan en el haz azul. La deteccién de vortices se consiguié con un interferémetro de Michelson
en el cual los haces de cada brazo del interferometro llegan ligeramente inclinados al plano de
observacion, y ademas los haces no se superponen totalmente. La presencia de vortices genera
un patron de interferencia en donde aparecen tenedores en la posicion de los vértices.

La herencia de estrucutra en intensidad se comprob¢ al tomar fotografias del haz azul, el
cual diverge. En adelante se buscara realinear el telescopio para el haz de 776 nm del arreglo 4.2,
y lograr asi haces azules que sean invariantes ante propagacion. Se esperan haces invariantes
pues hemos visto que se copia la estructura de intensidad y de fase, y por ello si se tienen haces
invariantes como bombeo es razonable que aparezcan haces invariantes como salida. Se buscara
incluir el efecto de “autoregeneracién”de los haces invariantes hacia los haces azules. El efecto
de autoregeneracién se refiere al fenémeno en el cual un haz es bloqueado parcialmente por un
objeto, y por ello deformado después del objeto. La haces que se autoregeneran recuperan su
forma después de haber sido bloqueados. De lograr esto se tendra un sistema de conversion de
frecuencias en haces invariantes robusto, pues aun ante desalineacién entre el laser de 776 nm
y el de 780 nm se obtendran haces azules de la forma deseada. En otras palabras se conseguira
que aun cuando los laseres de bombeo no entren completamente superpuestos a la celda se
obtenga la forma del haz invariante bombeado, esto ya que la estructura no heredada es como
si hubiese sido bloqueada por un objeto.
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Para conocer los limites de similitud entre la estructra de los haces bombeados, y los haces
de decaimiento en el FWM de la figura 4.1 se requiere realizar un modelo tedrico que describa
a los haces de decaimiento. Este modelo podria describir como se reparte el OAM de los haces
bombeados en los haces de decaimiento. Este trabajo seria relevante para la generacion haces
de decaimiento entrelazados en OAM [64].

No fue posible detectar el haz paramétrico infrarrojo producto del FWM, ya que la celda
de espectroscopia absorbe luz con esa frecuencia. Recientemente el grupo experimental al que
pertenezco logré anclar un ldser a la transicion 5P, — 5D3/5. Esto produce un FWM con
dos frecuencias de decaimiento en el infrarrojo cercano, y por ello detectables. El experimento
aqui descrito se podria repetir con este FWM, y estudiar experimentalmente la transferencia de
OAM a los dos haces de decaimiento. Los haces paramétricos posiblemente exhiben correlaciones
cuanticas [64].

Se buscara realizar experimentos de efecto Faraday con haces vectoriales en rubidio con
miras a desarrollar un magnetometro.
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Apéndice A

Funciones de Mathieu

Las funciones de Mathieu fueron introducidas por Emile Mathieu en 1868 [29], al estudiar
vibraciones en una membrana eliptica. El objetivo de este apéndice, es mostrar algunas de las
caracteristicas mas importantes de las funciones de Mathieu, y las propiedades necesarias de
dichas funciones para su implementacién computacional. Las funciones son soluciones de las
ecuaciones diferenciales que se obtienen al separar la ecuacién de Helmholtz en dos dimensiones
(V2 + k)@, cuando esta ha sido analizada bajo separacién de variables en el sistema eliptico
cilindrico con coordenadas (£, 7). Es decir & = H(n)=Z(&). La separacién conduce a la ecuacién
de Mathieu (A.1) y a la ecuacién de Mathieu modificada (A.2):

d*H
d_7]2 + (a - 26]605(27]))]’] = 0, (Al)
d*=
e (a — 2qcosh(2€))= = 0, (A.2)

a es la constante de separacion. El parametro ¢ relaciona el vector de propagacién k con la
distancia entre focos de las elipses del sistema eliptico 2h, q estd dado por ¢ = k?h*/4. Para
asegurar una unica solucion a un punto dado en el espacio, se buscan soluciones periédicas con
periodo 27, de otra forma se tendria soluciones distintas para 1 y n + 27, sin embargo dichos
nimeros representan la misma posicion.

Solo algunas parejas a y g proporcionan soluciones periédicas en la ecuaciéon de Mathieu
(A.1). Por ejemplo, si ¢ = 0 y a > 0 entonces se tienen como soluciones cos(y/an), sen(/an).
Esto ocurre, pues si ¢ = 0 = h = 0, y por ello las elipses del sistema eliptico han colapsado
a circulos. Dada una ¢ existen a,, tales que llevan a soluciones periédicas en (A.1). El indice
m es un entero que puede tomar cualquier valor entero 0,1,2,.... El parametro a,, se conoce
como el valor caracteristico de la ecuacién.

Las soluciones periddicas de la ecuacion de Mathieu exhiben paridad. A las soluciones pares
con valor caracteristico a,, se les asigna el nombre de cosenos elipticos ce,,, y a las impares
senos elipticos se,,. El valor caracteristico es distinto para cada tipo de solucién, pero ambos
valores se pueden calcular a través de fracciones continuas [65]. Introduciendo la notacién:

To T3 )
_ B €. E— A3
XXy T X E (4.3)
2
vy, =4-m (A.4)
q
para las soluciones pares se obedece:
2 1 1
Vow—-—————--=0
D V= Vi Vi ’
111 (A.5)
i-1-————---=0
1 Vi— Vi — Vi ’



y en las soluciones impares se cumple:

Ve e =0,
2 ‘/;1_‘/6_‘/8_ (A6)
1 1 1 )
Vidle — — = ...=0
(R T vt v

Para obtener una aproximacion de los valores caracteristicos es necesario cortar la fraccién
continua en un orden V,,, construir un polinomio equivalente de grado m cuya variable sea
a, y calcular las raices del polinomio. Cada raiz se corresponde con un valor caracteristico
am, v se ordenan de acuerdo a ay < a; < --- < a,,. En este trabajo se tomaron polinomios
de 12 elementos, lo que trae asociado un error numérico de menos de 107 [66] en el valor
caracteristico. Una vez obtenido el valor caracteristico a,, se construyen soluciones a la ecuacién
de Mathieu (A.1) y la ecuacién de Mathieu modificada (A.2) a través de un desarrollo en series
de Fourier. En el péarrafo siguiente se muestra como calcular los coeficientes del desarrollo de
Fourier.

Las funciones de Mathieu muestran dos periodos distintos 7 o 2. Las funciones de Mathieu
con valor caracteristico as,, tienen periodo m, y aquellas con as,,11, 27. En el desarrollo en series
de Fourier, las funciones de Mathieu de periodo 7 solo muestran coeficientes de Fourier pares
Ao, v las de periodo 27 solo presentan coeficientes de Fourier impares As,, .. En adelante,
seguiré la notacién de [65],[66],[29] en la cual los coeficientes de Fourier de las funciones pares
cen, se designan por A,,, y los coeficientes de las funciones impares se designan por B,,. Las
relaciones de recurrencia entre los coeficientes estan dadas por [65]:

aAO - C]A2 = 07
(CL — ].)Al — q(Al + Ag) = O, (A?)
(CL - m2>Am - Q(Amf2 + Am+2> = O>

(a —4)By — g¢B, = 0,
(a - 1)Bl -+ q<Bl — Bg) = O, (A8)
(a — m2)Bm — q(Bpm—2 + Bpni2) = 0.

Para calcular los coeficientes se utiliza un método matricial [66], en el cual se construyen
matrices a través de las relaciones de recurrencia. En total se construyen 4 matrices: una matriz
para calcular los coeficientes pares de ce,,, una matriz para los coeficientes impares de ce,,, una
matriz para los coeficientes pares de se,, y la ultima para los coeficientes impares de se,,,. Como
ejemplo, se muestra la matriz para los coeficientes pares de cegp, 1.

1+g—a q 0 0 0o - A
q 32 —a q 0 0 - As
0 ¢ 5-a q¢ 0 - As | =0. (A.9)
_a/ q .

0 0 g T

Una vez obtenidos los coeficientes de Fourier se procede a realizar una suma para obtener las
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funciones ce,,, sé,.

ceam(n,q) ZAgj Ycos(24m),
7=0

ceom+1(1, ) ZA2J+1 q)cos([2] + 1]n),
7=0

(A.10)

seam+2(1, q) = Z Baji2(q)sin([2] + 2]n),
j=0

S€am+1(1, q) = Z Bsjia(q)sin([2) + 1]n).
§=0
Las soluciones de la ecuacién de Mathieu modificada (A.2) se designan por los simbolos Ce,,
y Sen,. Esto ya que dada la forma de (A.1) y (A.2), las funciones de Mathieu y las funciones
de Mathieu modificadas se relacionan por Ce,,(&,q) = cen, (i€, q) y Sem(&, q) = sen(i€, q). En
principio, para obtener las funciones modificadas bastaria cambiar las funciones trigonométri-
cas de (A.10), por sus correspondientes funciones hiperbdlicas. Sin embargo, dichas series no
convergen en los reales positivos. Una forma de solucionar el problema de convergencia es apro-
ximar las funciones de Mathieu modificadas, a través de un desarrollo en funciones de Bessel

[67].
ceom (0, -

Ce2m(€7 Q) = % Z AZjJQj(u)a
j=0

ceam+1(0, q)

C€2m+1(§7Q) = \/5141

coth(§) Z(Zj + 1) Agjp1Jojp1(u),
=0

"y - (A.11)
seh . 5(0,q ,
Seant2(€,q) = %th(f) > (2 +2)Bajiaajia(u),
=0
S€2m O q

Seam+1(§,9) = ZBQJ+1J2]+1( ),

Vb
con u = 2,/gsinh(§). En las figuras [A.1],[A.2] se ilustran las funciones de Mathieu ce,, y Ce,.
Las funciones de Mathieu exhiben un comportamiento oscilatorio, y las funciones de Mathieu
Modificadas asemejan la grafica de un movimiento oscilatorio amortiguado.

A.1. Coeficientes en Haces Helicoidales

Los haces de Mathieu son haces adifraccionales, y por ello se pueden encontrar a través de
la integral de Whittaker [24]:

2

E(r) = exp(ik,z) i A(p)expliki(xcosd + yseng)|de, (A.12)

donde k., k; son los vectores de propagacion longitudinal y transversal, y A(¢) es el espectro
angular del haz. Los haces de Mathieu se obtienen al sustituir A(¢) = cen(n,q), sem(n, q)
en el primer caso se obtienen los haces de Mathieu pares y en el otro los Mathieu impares.
Una combinacién lineal de ambos espectros con un desfase de m/2 produce un nuevo tipo de
haz de Mathieu, los haces helicoidales. Se introduce un espectro angular A(¢) = cen(n,q) +
isem(n, q). El haz resultante tiene la forma A, (q)Cen (&, q)cen(n, ) +iBy(q)Sem (&, q)sem(n, q),
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Figura A.1: Funciones de Mathieu pares a distintos ordenes.
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Figura A.2: Funciones de Mathieu modificadas pares a distintos ordenes.

los coeficientes A, B se consiguen al realizar la integral de Whittaker [67].

( 27TA2” .
s 0 s sim=2n
An(g) = 7" _q%j’iAz/
sim=2n+1
\ 062n+1<07 Q>662n+1<ﬂ-/27 q) A 13
( 2, /qB2 (A 13)
sim=2n+1
B _ ) se5,14(0, Q>562n+1(7r/2 q)
m(Q) - 271' B 2n+2
q .
sim=2n-+ 2

\ Sel2n+2(07 Q>S€2n+2(ﬂ—/27 q)

donde se introdujo la notacién AT" para el j-ésimo coeficiente de Fourier de las funciones de
Mathieu ce,,, y de forma similar se define B".
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Apéndice B
Potenciales de Hertz

Una técnica comtun dentro de electromagnetismo para encontrar los campos eléctrico y
magnético es utilizar una formulacion potencial. Es decir, construir funciones ya sea escalares
o vectoriales a través de las cuales los campos pueden ser deducidos. Los potenciales ¢ y A
son ampliamente usados, sin embargo no son la tnica formulaciéon potencial. En 1888 Hertz
introdujo un potencial vectorial IT para el estudio de un sistema radiativo [68]. Siguiendo la
formulacién de los potenciales de Hertz de Nisbet [37], me propongo a introducir los potenciales
de Hertz.

Las ecuaciones de Maxwell estan dadas por:

V- D =4mp, (B.1)

10B
F=—— B.2
V-B =0, (B.3)

10D 4Am
H=—+—j B.4

y las relaciones constitutivas:

D=c¢-F, (B.5)
B=pu-B. (B.6)

En estas relaciones se estd suponiendo que el material tiene una permitividad ¢ y una
permeabilidad p que presentan un caracter tensorial. En caso de tener un material isotrépico y
homogéneo, basta ver a dichos tensores como el producto de la permitividad o la permeabilidad
con la identidad. Los campos estan relacionados con los potenciales ¢ y A a través de:

E:—V¢—§, (B.7)
B=V x A. (B.8)

El objeto de introducir potenciales es encontrar ecuaciones diferenciales mas sencillas de
resolver que las ecuaciones de Maxwell. En general, las ecuaciones de Maxwell dan pie a ecua-
ciones acopladas para el campo eléctrico y magnético. Bajo la norma de Lorentz, se obtienen
ecuaciones desacopladas para ¢ y A. Dicha norma es aquella que cumple:

L4V a)=0, (B.9)
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Resultando asi en las ecuaciones desacopladas:

5

5~ V(e Vo) =dmp, (B.10)
ée-ﬁ—i—Vx(,u_l-[VxA])—e-V(V-e-A):4%]'. (B.11)

Cuando se tienen materiales homogéneos, se obtienen ecuaciones de onda para ¢ y A.
Las ecuaciones (B.10) y (B.11) se transforman en ecuaciones mas simétricas al introducir
los potenciales de Hertz I, y II,,.

¢=-=V-(e-IL), (B.12)
q !

= EHE e (V x I0,,). (B.13)
Dado que los potenciales convencionales pueden ser obtenidos a través de los potenciales de
Hertz, se dice que los potenciales de Hertz son superpotenciales. Con el fin de simplificar
las ecuaciones que obedecen los potenciales de Hertz se introducen las funciones vectoriales
Qe, Qm, Re, R,,,. En el caso homogéneo, es decir que la permitividad y la permeabilidad sean
funciones escalares se busca que los potenciales de Hertz obedezcan ecuaciones de onda, cuyas
fuentes sean Q., @, Re, R,,. Las funciones R, y R, redefinen a los potenciales ¢ y A, pues
ahora estos potenciales se fijan para generar [F —4me ' - R.] y [B + 47R,,] en vez de E y B.
Dado que E y B obedecen la ley de Faraday (B.2) y la no existencia de monopolos (B.3), R,
y R, estan constrenidos a cumplir:

1.
V-R.=0, (B.14) = B+ V x (€' R.) =0, (B.15)

Q. v Q. se definen para simplificar las ecuaciones diferenciales que cumplen los potenciales de
Hertz, resultando estas en:

1.
V- Qe = —p, (B.16) Qe+ V X (1" Qm) =0, (B.17)
c
Con lo cual, las ecuaciones de los potenciales de Hertz son:
1 . _
2 I, +V x (' [V xIL]) = 47(Q. + R.), (B.18)
1 - B
Z# -+ V X (' [V x 1)) = 47(Qun + Rin), (B.19)
El campo electromagnético se obtiene al reexpresar los potenciales ¢ y A en términos de los

potenciales de Hertz, y aplicando que dichos potenciales generan [E —4ne - R.] y [B+47R,,).
Con ello:

E=4re ' R, — 0—1211 — %e—l (V x IL,), (B.20)

B = —4nR,, + %v x I, + V x (71 [V x II,,,]), (B.21)
D = —47Q. — %V X Iy, + V x (p7t - [V x I1)), (B.22)
H=Adrp™" Q. — éﬂm + %u_l (V% He) (B.23)
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B.1. Transformaciones de norma

Los potenciales de Hertz admiten transformaciones de norma las cuales seran ttiles para
describir el efecto Faraday. Basta que dichas transformaciones dejen invariantes las ecuaciones
(B.14)-(B.17), o en todo caso que preserven los campos (B.20)-(B.23). La primer condicién se
satisface al introducir las normas G, g, L, [, bajo:

Q. =Q.+Vx(u'-G), (B.24)
Q= Qm — %G —u-Vg, (B.25)

R =R, — %L —€- VI, (B.26)
R =R,—-Vx(! L). (B.27)

La segunda condicién se cumple al introducir los cambios de norma I', v, A, A:

1.
I =T.+e!' (VxD)—=A—-V\ (B.28)
c
1.
I, =11, — EF —Vy—pu ' (VxA), (B.29)
siempre y cuando cumplan:
1 1.
drg = =5 + — B.30
mg =57+ & (B.30)
1 .
47TG:C—2,M'F+V><(E_1~VXP)—[JJ-V§, (B.31)
1. 1.
Anl = =\ + — B.32
ml=ZA+ G (B.32)
1 .
47rL:§u-A+V><(e_l-VXF)—u-Vf. (B.33)
(B.34)

donde &, ¢ son funciones arbitrarias.
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Apéndice C
Efecto Faraday

En el primer capitulo se introdujeron los haces vectoriales, y se describié la propagacion
de dichos haces en el vacio. En este apéndice se describe la propagacién de los haces cuando
estos se encuentran inmersos en un medio girotropico. Un medio girotropico es aquel en el cual
la relacion constitutiva entre el campo eléctrico £ y el vector de desplazamiento D obedece
D =eF +iF X g en presencia de un campo magnético H. El vector g es proporcional a H. Al
igual que en el caso de propagar en vacio, se utiliza una descripcion basada en los potenciales
de Hertz. Dado que se busca encontrar efecto Faraday supondré la presencia de un campo
magnético H. El tratamiento seguird un procedimiento equivalente al descrito en [39], pero
mostrara que el efecto se da en haces invariantes.

El efecto Faraday consiste en la rotacion de la polarizacién lineal de luz cuando esta se
encuentra inmersa dentro de un medio material, y existe un campo magnético paralelo al eje
de propagacién de la luz. Tipicamente se explica adjudicando birrefringencia circular (birre-
fringencia en luz circularmente polarizada) a un material cuando este se somete a un campo
magnético. La luz linealmente polarizada se puede descomponer como una suma de luz circu-
lar izquierda, y luz circular derecha. Cuando luz linealmente polarizada viaja a través de un
material con birrefringencia circular, sus componentes izquierda y derecha se desfasan, y en
consecuencia su suma produce luz linealmente polarizada, pero con un plano de polarizacién
rotado. La explicacién anterior normalmente toma en cuenta ondas planas [57]. Sin embargo,
el mismo fenémeno se presenta con luz con diferente estructura espacial.

Los materiales girotréopicos presentan un permitividad no lineal bajo la presencia de un
campo magnético. El efecto no lineal es alrededor de unas cien veces mas débil que el efecto
lineal [69]. La magnitud del efecto no lineal se encuentra codificada en el vector g, el cual es
proporcional al campo magnético g = fH. La constante f es conocida como la susceptibilidad
magneto-6ptica. En adelante se despreciaran los efectos a segundo orden o superiores en g.

La permitividad ¢ de un medio girotrépico es un tensor de orden dos, su accién sobre un
campo A es de la forma ¢ - A = €A + iA x ¢. El tensor inverso ¢! actda sobre un campo A
como é 1+ A = e 1A+ ie2A x g. El escalar € es la permitividad del medio en ausencia de
campo magnético. La expresion anterior desprecia efectos cuadraticos en g. La permeabilidad
del medio p se considera como un escalar. En el apéndice de potenciales de Hertz, se escribieron
las ecuaciones que deben de cumplir los potenciales de Hertz B.18-B.19, y sus normas B.24-
B.27. En el medio material que se esta suponiendo no existen cargas libres, por ello las fuentes
Qe, Qm, Re, Ry, se pueden igualar a cero. El tratamiento del problema a través de potenciales de
Hertz, ahora se muestra ventajoso, pues ain con la permitividad como un tensor, las ecuaciones
para los potenciales se escriben como:

; . 1.
C%He n éne X g+ u 'V x Vx I = dnlp ' VG - —L— VI = iVixgl,  (C.1)
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1.
“Hm+vX[—1vXH AV x L) xg) = dn[-G—pVh=V x (' L—ic *Lx )], (C.2)

Las funciones G, L, [, h son funciones de norma. Las dos ecuaciones anteriores ain resultan
complicadas de resolver pues I, y II,, son potenciales vectoriales. Sin embargo, en [37] se
muestra un camino para reducir las ecuaciones vectoriales anteriores en dos ecuaciones con
potenciales escalares. Supongamos que se esta lidiando con luz con un vector de propagacién
en la direccién Z, y también existe un campo magnético con direccion 2, por tanto g se puede
reescribir como g = fH2, con H la magnitud del campo magnético. Se definen los potenciales
escalares I1; y Ils como I1, = ull; 2, y I, = elly2. Y las funciones de norma G, L, [, h se escriben
como [39]:

=ipfHIZ,
L=—ipfHhZ,
h (©3)
—4mph = z - VI,
—4mel = z - VI,
con tales elecciones se obtienen las ecuaciones de los potenciales escalares:
3} 1 _ .
B, — 2V, = —ifH2 - Vi,
c c
C.4
g 2 if Hp P (©4)
eplly — VAL, = . VHl,
€

una vez encontrados los potenciales escalares, los campos electromagnéticos se expresan por
medio de ellos:
~1

b= %V(i - VIL) — %ﬂlf — (VIy) x 2 —ifHe 'V,

H : 1 1
D= Zic [V(2- VIL)] x 2 = e(VIT) x £ = VL2 + —V(2 - VL), (C.5)
H=u'B= Zf SS(2 VI 4 V(E - VL) — el o (VHl)

Las ecuaciones C.4 se pueden resolver al introducir una funcién W, y redefinir los potenciales
escalares como II; = aWV, y Il = V. Con «, f constantes. Estos potenciales satisfacen C.4 si
U = e~k (g1, q5) con w la frecuencia de la luz, k. la componente longitudinal del vector
de propagacién, y W (qi, ¢2) una funcién de las coordenadas generalizadas qi, g2 tales que q1, ¢o
son coordenadas en el plano transversal de la luz, y W satisface la ecuacion de Helmholtz en
las coordenadas transversales, es decir VAW + kW = 0. Con k, el vector transversal de
propagacién de la luz. Cualquier haz adifraccional puede ser descrito por la funcion W, por ello
se pueden generar versiones vectoriales de los haces adifraccionales que resuelvan C.4.

Al sustituir los potenciales Iy, Il en C.4 se obtienen dos ecuaciones homogéneas para « y
B. Para no tener soluciones triviales el determinante del sistema de dichas ecuaciones debe ser
cero. Esta condicién impone una relaciéon de dispersién:

epuw? = kT + k2 £ fH\/Ekzw, (C.6)
€
esta relaciéon al ser cuadratica en k, da origen a dos modos de propagacion:
2 F72, 002 i
EE = (epw?® — k2 + #)1/2 + fT\/Ew, (C.7)
€ €

cada modo tiene asociado constantes a, 3 distintas. Para distinguirlas se utiliza la notacién
a® BN con A = + . Las constantes se encuentran relacionadas por:

A
g = @;\/ga“” (C.8)
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Las componentes cartesianas del campo electromagnético para el modo A quedan descritas
por:

2
EY 2B =500, £i0)v,  EY =€V, (C.9)
2
DY +iDY = ;Hd;” (0, £i0,)¥, DY =dM, (C.10)
2
HY +iH™ = ;Eh;”(aw +i0,)¥,  HY =pMw. (C.11)
Los coeficientes estan dados por:
0 _ lﬂ = w_ koo
2ey’ = [j:k: + A€ w] ey = —a, (C.12)
€C
A lﬁ fH _ Ny k2
2 = —i— (L& L)Y + Ay, e = Zal), (C.13)
k AV 2
ohY = o+ 22 0™, pM = ia—E_ W (C.14)

c? NGT 0 NG

obsérvese que en la ausencia del campo magnético inicial, las expresiones para el campo elec-
tromagnetico se reducen a las expresiones del capitulo 1 1.33. Y asi mismo D( Ut iDZ(,A) =
(e+ fH ) N 4 ZE;S ), por lo que el material se vuelve lineal en ausencia del campo.

Para hacer notar que existe efecto Faraday, se utilizard la aproximacién paraxial k; < w/ec.
A modo de justificacién de la aproximacion, nétese que el vector de propagacion transversal de
los haces descritos en el capitulo dos es del orden de 10mm ™!, mientras que w/c es del orden
de 0,1nm~! que equivale a 10°mm™t. Bajo esta aproximacién N ~ Verw (1 + MfH [2¢). Asi

mismo, los coeficientes di\ ) se aproximan por:
k _ _
AV~ —Zewp®, A0 x0xd?, 4T~ —ews™) (C.15)
c

El campo de desplazamiento total se obtiene al sumar las componentes de los dos modos de
propa% cién. El calculo se simplifica pues los términos que son multiplicados por los coeficientes
d' Vo, d ") son despreciados. Para mostrar efecto Faraday basta observar el comportamiento del
cociente entre las componentes z,y del campo de desplazamiento, pues si el cociente cambia
conforme el haz se propaga esto significa un cambio en la orientacion del vector de desplaza-
miento, y por ello un cambio en polarizacion. Por la forma de los campos C.9-C.11, y la forma
de ¥ las componentes x,y del campo de desplazamiento se expresan como una suma donde
cada sumando estd multiplicado por una expresion de la forma:

wfH

exp(ikMVz2) ~ exp(iy/epw(l + AfH /2¢)z) = exp(iy/epw)exp(id (C.16)
el término exp(i,/epw) es proporcional a todos los sumandos, y por ello cuando se efectiia el
cociente entre las componentes x, y, entonces dicho término se elimina. Sin embargo, el término
exp(i)\waH \/gz) no se cancela pues cada sumando depende de A. El punto de este parrafo es
mostrar que la dependencia del cociente entre las componentes z,y en la propagacién del haz
esta determinada por la constante k = waH\/g . El resultado del cociente es:

D—z = tan(kz + ¢), (C.17)

en general ¢ es una funcion de la posicién y también depende la forma de W. Con la ecuacién
C.17 se concluye que se presenta efecto Faraday para el tipo de haces vectoriales recién descritos.
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